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THEORIE DES NOMBRES. — Sur les extensions a groupe de Galotis
quaternionien. Note (*) de M. Jacoues MarriNer, transmise par M. Henri
Cartan.

Soit G le groupe quaternionien d’ordre 8, et soit N une extension galoi-
sienne du corps Q des rationnels dont le groupe de Galois estisomorphe a G.
On compléte dans cette Note les résultats de (*) en étudiant la structure
en tant que G-module de 'anneau des entiers de N lorsque I’extension
n’est pas modérément ramifiée. '

1. Norarions. — On conserve les notations de (*). On note ¢ et = deux
générateurs de G, liés par les relations o' =1, ©* = 0" et tot ' =0a';
H désigne le sous-groupe de G engendré par o, et G’ = {1, o* | est le centre
de G. Soit Z' (resp. Z”) 'anneau quotient de Z[G] par I'idéal bilatere
(1 — o*) [resp. (1 + 0%)]. On identifie Z' & Z[g], ou g désigne le groupe
abélien engendré par deux éléments s et ¢ d’ordre 2, en appliquant ¢ sur s
et T sur ¢, et Z” & Pordre de base 1, i, j, k du corps des quaternions H sur Q,
o ===~ 10=—ji=k

Soit K le sous-corps biquadratique de N, k; (1 =i = 3) ses trois sous-
corps quadratiques, k, étant supposé invariant par H. On suppose o choisi
de fagon que :

a. Si K/Q n’est pas totalement ramifiée en 2, alors k:;/Q n’est pas
ramifiée en 2;

b. Si K/Q est totalement ramifiée en 2, le saut de ramification de k./Q
est alors égal a 1, ceux de k. et k; étant égaux a 2. :

Les groupes de ramification que nous utilisons sont relatifs a un idéal
premier de N au-dessus de 2. Enfin, pour tout corps de nombres L, on -
note Z, la cloture intégrale de Z dans L. :

9. RAMIFICATION ET DISCRIMINANT. — On suppose que I’extension IN/Q
n’est pas modérément ramifiée [pour le cas modéré, se reporter a (7)].
Le groupe G, contient alors G'.

Prorosition 1. — (a) St K/Q est non ramifiée en 2, le saut de ramification
de N/K est égal a 1 ou 2, cas désignés respectivement par A et B.

(b) Si K/Q est ramifie en 2, ki[Q ne Uétant pas, Uextension N/k: posséde
deuz sauts de ramification, qui sont les couples (1, 3) ou (2, 4), cas désignés
respectivement par C et D.




(2)
(¢) St N/Q est totalement ramifiée en 2, la suile des groupes de ramification
de NJQ est ¢+ Gy =G pouri £, Gi=H pouwr L < 1< 38, Gi= G\ pour
3<i1L7 Gi= {1} pour i > 7; ce dernier cas sera désigné par E.

Le dernier saut de ramification est majoré par 'indice de ramification
de 2 dans N et le premier est minoré par 1, d’ou (a). Les sauts de ramifi-
cation étant congrus entre eux modulo 2 [(*), chap. IV, prop. 11], on en
déduit (b). Enfin, la démonstration de (¢) se déduit aisément de la pro-
position 4.5 de (').

CororraIrRE. — L’exposant de 2 dans le discriminant de N/Q est respec-
tivement dans chacun des cas A a E : 8, 12, 16, 22, 24.

3. Les iptAux pE L’ANNEAU Z”. — Soit Z, ’ordre maximal de Z dans H
de base 1,i,jete = (1 + ¢ 4+ j + k)/2. Comme Z” et Z| coincident locale-
ment en chaque nombre premier impair, ’algébre H étant de plus ramifiée
en 2, Z, est I'unique ordre maximal contenant Z’.

Prorosition 2. — Soit I un idéal fractionnaire a gauche de Z". On est
alors dans Uun ces cas suivants :

(i) L’ordre & gauche de 1 est 2", et 1 est un Z"-module libre;

"

(ii) L’ordre & gauche de 1 est Z,, et 1 est un Z"-module isomorphe & Z,.

Les idéaux a gauche de Z, étant principaux, on peut, quitte & remplacer
I par un idéal équivalent, supposer que 2| I = Z|. Dans ces conditions,
I contient le conducteur de Z” dans Z). L’examen des différentes possi-
bilités prouve tout de suite la proposition. :

4. STRUCTURE DE L’ANNEAU Zy. — Si L/ est une extension galoisienne
finie d’un corps de nombre L, de groupe de Galois G, on appelle ordre
associé a l’extension le sous-anneau de L [G] formé des A €L [G] vérifiant

A Zy,C 7, ; notation : @ (L'/L).

Prorostrion 3. — L’ordre © (N/Q) contient les idempotents (1 + ¢?)/2
et (1 —a*)[2 de Q[G].

En effet, il résulte de la proposition 1 que, si x €Zy, alors x — 3 2z €2 2Z,,

On en déduit que Zy est somme directe de ses deux sous-Z [G]-modules
Z, et Zy, et que 'ordre associé & N/Q s’identifie au produit @’'x @7,
ou @’ est l'ordre associé a I’extension K/Q et ©” est 'ordre & gauche
de 2y considéré comme module sur Z”,

Tatorkme. — (a) L’ordre associé & Uextension N/Q est canoniquement
isomorphe au produit @' X 2", o Vordre ©' est défint ainsi :

(i) Si K/Q est non ramifiée en 2, ©' = Z[g];

(ii) Si K/Q est ramifiée en 2 et si k,/Q ne Uest pas, @’ est Uordre de base
sur Z: 4, t, (14 5)/2, (6 -+ s1)/2;




(3)
(ii1) St K/Q est totalement ramifiée en 2, ©’ est Uordre de base sur Z : 1,
A4+8)/2, A4+82 A+ s+t st)/h

(b) L’anneau Zy des entiers de N est libre sur son ordre associé.

Démonstration. — La détermination de @’ et le fait que Zy = Z; est
libre sur @ résultent de (*). Le fait que Zy est libre sur @” résulte de la
proposition 2. Il reste & montrer Dégalité ©@” =27, Soit T la
forme bilinéaire sur N définie par T (z, y) = Tryq (zy). On a Dégalité
(1/2) T=T" P T, ou T' et T” sont les formes bilinéaires sur N et N”
définies par

T (@ y) = Trejq (@y) et T"(x,y) = Trye (@)

On sait par ailleurs définir le discriminant d’une forme bilinéaire sur un
réseau [('), chap. III]. On a D’égalité

A(Z5) = 5. A (NJQ) (A (K/Q),

ol A (Zy) est le discriminant de T” sur Zg, et A (N/Q) et A (K/Q) sont les
discriminants respectifs des extensions N/Q et K/Q. I’exposant de 2 dans
A (K/Q) est dans chacun des cas A, B, C, D, E respectivement 0, 0, 4, 6, 8;
les valeurs de I’exposant de 2 dans A (Z;) sont donc respectivement
0, 4, 4, 8, 8. .

Soit ¢ un élément non nul de Zy. On vérifie [¢f. (*), § III] que le discri-
minant du Z-module engendré par ¥ et ses conjugués est I’idéal de Z
engendré par Try, ($%)'. Si lordre a gauche de Zy était égal a Z), Zy
posséderait une Z-base du type ¥, o, 7, ¢y; le discriminant de cette base
serait alors (1/2?) Trg, ()", et 'exposant de 2 dans A (Zy) ne serait pas
divisible par 4.

CEO0nESD,

Remarque. — Soit F le conducteur d’Artin du caractére irréductible
de degré 2 de G. La formule A (N/Q) = A (K/Q) F* permet d’écrire F
sous la forme F = 2" Try, (V*)? expression dans laquelle & désigne une
base de Zy sur I’anneau de Z”.
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