EIN HEURISTISCHES STUDIUM
DER KLASSENGRUPPEN

von H. Cohen und J. Martinet,
in Bordeaux

Dieser Vortrag beruht auf einer Arbeit, die jetzt nicht
ganz geschrieben ist ([5]1). Numerische Ergebnisse filir die Koérper
vom Grade ¢ 4 kann man jedoch in [4] finden. Diese Arbeit ist
eine Verallgemeinerung der vorherigen Arbeit von Cohen and Lens-
tra (Journées arithmétiques de Noordwijkerhout, [31).

Das Ziel dieses Vortrags ist Vermutungen fiir die Mittel-
werte verschiedener Funktionen, die iiber die Klassengruppen der
Zahlkorper erkldrt sind, auszudriicken.

Es handelt sich immer um Ereignisse, die zuf&llig aus-
sehen. Wenn K zum Beispiel die imaginidren Zahlkdrper durchléduft,
ist die Teilbarkeit durch 2 der Klassenzahl von K nicht zufdllig
wegen des Primzahlsatzes ist diese Klassenzahl fast immer gerade
Wir glauben aber, aww die Teilbarkeit der Klassenzahl durch eine
ungerade Primzahl 2zuf&llig ist, und ein Wert der Wahrscheinlich-
keit dieser Teilbarkeit wurde in [3] vermutet : Man findet
H:al@ nwnvnwu (ungef&hr 44 % fUr »p = 3, 24 X fur p = §, usw. ;

x>1
siehe [41).

Gliederung des Beitrags.

I - Die Grundideen (nach [3]).

II - Die Verallgemeinerung.

III - Einige Beispiele, die die Vermutungen belegen.
IV - Numerische Ergebnisse fiir die p-Komponenten.

1 - Die folgenden Tatsachen sind wohlbekannt :

- Wenn K die quadratischen Zahlkérper (imagin&r oder reell) mit
einer p-komponente der Klassengruppe der Ordnung w» (p>2) durch-
liuft, ist selten diese p-Komponente nicht 2yklisch.
- Die p-Komponente (und auch die EKlassenzahl selbst) ist viel
groPper im imaginidren Falle als im reellen Falle.
- Die Klassengruppen kénnen vielleicht nicht alle Strukturen
besitzen, wenn es eine Wirkung einer Galoischen Gruppe gibt.
- Die Ordnung der p-Komponente ist manchmal nicht zuf&llig (siehe
oben) .
In [3] haben die beiden Autoren die folgenden Annahmen
gemacht, auf deren Grund die Vermutungen angestellt wurden :
1

Al - Die Abelschen Gruppen G miissen mit dem Gewicht

|Aut (G) |

gezihlt werden. (JA| ist stets die Ordnung der Gruppe A).

A2 - Weil der Rang der Einheitengruppe eines reellen gquadrati-

chen Zahlkdrpers K gleich eins ist, sind im reellen Falle die

Ergebnisse fiir Clg gleich den Ergebnissen, die wir fir Clg/<x>

im imaginiren Falle gefunden haben, wobei x ein zufdlliges Ele-
ment von Clg ist.

A3 - Wenn K 2yklisch vom ungeraden Primzahlgrade ¢ ist, Ecw man

Clg als Modul iiber den Ring 2[&,] betrachten, wobei &, eine Ein-

heitswurzel der Ordnung ¢ ist. Dann Eﬁm man Aut (Clg) statt
208,]

Autz(Clg) betrachten, und die Einheitengruppe ist nun vom Rang 1.

A4 - Man darf nicht die Klassengruppe Clg selbst betrachten, son-
dern eine Untergruppe me von Clg, wobei S eine endliche Menge
von Primzahlen ist (die "schlechte Primzahlen") und n—m ist das
Produkt der p-Komponenten von Clx mit p € §S. (Fur K/Q zyklisch
vom mH»Bmwdwmwp&m 4 ist S = {<}).)

Uber diese Tatsachen konnten Cohen und Lenstrs den
u-Mittelwert einer positiven Funktion, die iber die Isomorphis-
menklassen von endlichen Moduln erkldrt wurde, definieren (u ist
eine positive ganze Zahl, nidhmlich der kommende Einheitenrang ;
es handelt sich um Moduln iiber 2 oder iiber 2[&,]). Est wird im-
mer vorausgesetizt, apm die Grenzwerte in [0, + o] existieren.

In den Anwendungen beschrinkt man sich auf Moduln, deren Ordnun-
gen durch die schlechte Primzahlen nicht teilbar sind.
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1.1. DEFINITION. Der u-Mittelwert von f ist
Ng,x (D)

My (f)= lim ——— , wobei der Z&hler
X Nu,x (1)

M w ’ £ (G/1mp)
g1~ ® i

1G)gx péHom(P,Q) | Aut (G

Zd.nAnvn

(P ist ein projectiver Modul vom Rang u ; der Z&hler hi&ngt von
. (nicht von P) ab.)

Mit dieser Definition konnen wir die grundheuristische
Hypothese schreiben.

1.2. DEFINITION. Fir f wie oben sei es

m F AOH_WV

ldglgx
M(f) = lim
X
m H
ldglgx

Hier durchlaiift K die zyklischen K&rper mit vorgegebenem
Grade 4 und vorgegebener Zerlegung der reellen Bewertungen falls
é=2.

1.3. Grundheuristische Annahme. Der Grenzwert existiert, und es gilt
M(f)=M, (f), wobei u der Rang der Einheitengruppe ist.
Um die Grenzwerte zu errechnen soll man Dirichletsche Rei-

"hen betrachten. Dieses wird im allgeweinen Falle am Ende des 2.§

getan.

II - In diesem Abschnitt betrachten wir Galoissche Erweiterungen
K/Kg, wobei der Zahlkdrper Ko (bis auf Isomorphismus) und die Zer-
legung der unendlichen Bewertungen von Ko in K (genauer : die
unendlischen Frobeniussubstitutionen bis auf Konjugation) vorges-
chrieben sind. Es sei e ein Idempotent des Zentrums von QIT].

- 63 .=

2.1. DEFINITION. Eine Primzahl p wwmwﬂ gut (sonst schlecht) wenn
e € 2,IT] und e2,[TI'] eine Maximalordnung in QpIT] ist. Die Men-
ge der schlechten Primzahlen wird durch S bezeichnet werden.
Diese Definition erlaubt uns die Gruppen oonm zu betrach-
ten. Sie sind Moduln iliber die Maximalordnung ® = e2rS"'irr:
von 2IS™ '3 in eQIr'l. Es sei x der zu e gehdrende Charakter, x;,
Xgs;+--Xy Seine unreduzierbaren Komponente und e;, e€g,...,e, die
Z2U X1, Xg25--+3Xy gehdrenden Idempotente. Fiir die halbeinfache
Algebra e@II'] und die Maximalordnung R gelten die direkten Zer-

legungen e@ILT] = ﬁlgo,eﬁnu und | = Algo,!“ und jeder M-Modul M

1 i
Hmwe sich in der Form ®eiM zerlegen.
i

2.2. DEFINITION. Es sei Dy der (bis auf Isomorphismus eindeutige
bestimmte) Schiefkodrper, fiir welche e;QIT] zu einer Algebra
M (D;) isomorph ist. Der Rang eines projektiven M-Moduls P ist
hj
1
u=(u3,0g5...,0;) wWobei uw; = — dim (QeP) ist.
hjy Dy

Um die Definition 1.1. 2zu verallgemeinern betrachten wir
nun nur die Uber die Isomorphismenklassen von M-Moduln erkl&rten
Funktionen, die als Produkte von Funktionen iiber e;®-moduln sich
schreiben lassen.

2.3. DEFINITION. Es seien G ein endlicher ®-Modul und uw=(uj,..,ur)
der Rang eines projektiven M-Moduls P. Dann ist |G|™ das Produkt

Thea ™.

Die Verallgemeinerung der Definition 1.1. ist nun leicht
zu schreiben, und szmwamE konnen wir auf eine einfache Algebra
A = e@IT] uns beschr&nken. Die Definition 1.2. 1l& t sich auch
leicht mit nA@nymu anstatt nhnwmv verallgemeinern. Nur sollen wir
den Einheitenrang u errechnen um die Definition 1.3 im allge-
meinen Falle zu schreiben. Dieses wird mit Hilfe des Satzes von
Herbrand getan.

2.4. SATZ VON HERBRAND. Fiir jede undendliche Primstelle v von
Ko sei Ty die Zerlegungsgruppe einer bestimmten Primstellen w
von K iiber v (I'y ist bis auf Konjugation erkld&rt). Dann ist der
Charakter des I'-Moduls g@e®Eg gleich
o
xg = -1+ £ Imd (1r ).
v Pe
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Dann gilt es exClp ~ Clg x Clg, und ex2pIT] =x Mg (2p) flur p*3.

So ist 3 die einzige schlechte Primzahl und fir px3 teilt p die
Ordnungen der Gruppen Clp und Clg x Clg mit gleicher Wahrschein-
lichkeit. Nach 2.4. ist u = 1 fiir L total-reell und u = 172 sonst.
¥an findet fiir diese Wahrscheinlichkeiten

1 - Hlénu»vurv im reellen Falle und
k33

1 = A14nulv-rv im imagindren Falle. Fir p # 2,3 ist die letzte
k>2

Formel gleich der Formel der reellen quadratischen Korper (siehe
aber die Bemerkung 3.7).

111 - Wir geben in diesem Abschnitt einige Beispiele, die zeigen,
uwm unsere Vermutungen stimmen. Wir schreiben pr(plhyg) fir die
Wahrscheinlichkeit, defl p IClgl teilt, usw...

3.1. Lange Tabellen existieren fir quadratischen Kdrper, imagi-
nir (besonders Buell, [1]) oder reell, fiur zyklische kubische Kor-

per (Frau Gras, [7]), und fiir reine kubische Korper @ A%“v

mit pm-1 modulo 3 (Williams, [91 ; diese Korper sind

genau die reinen Kdrper, deren prmmeNWUw durch 3 nicht teilbar
sind) . Diese Tabellen zeigen eine gute Ubereinstimmung der Tat-
sachen mit den vermutungen.

3.2. Die Vermutungen zeigen, nwm pr (hgx=m)=0 wenn K von C.M. Ty-
pus iiber einem gegebenen total-reellen Kdrper ist (hg = Clg

mod. 2 - Komponente). Das ist eine Folgerung des Satzes von

Brauer und Siegel, wenn man sich auf Kdrper mit einer ungeraden
Relativklassenzahl beschrédnkt.

3.3. Ein Satz von Davenport und Heilbronn gibt die Dichte der
¥xubischen Diskriminanten, und ermdglicht die Errechnung des Mit-
telwerts einer mit den 3- Komponenten der Klassengruppen quadra-
tischen Kérper verbundener Funktion (siehe [31, § 9, Cs und Cio)-
3.4. Der Spiegelungssatz von Scholz (I81) zeigt eine Beziehung

der 3-Ringe der Klassengruppen der Korper aﬁ%wv und an%wusv

zueinander. Es war von Georges Gras bemerkt, npw man die Vermu-

tungen fiir den 3-Rang im reellen Falle auf Grund der Vermu-

tungen im imaginiren Falle beweisen kann.

3.5. Fiir die nicht-primitiven Kdrper vom Grade 4 gibt es mehre-

re Verfahren um die heuristischen Ergebnisse zu berechmnen. Diese ,
verschiedenen Verfahren sind miteinander vertréglich. M

- 6T =

3.6. Ein Satz von Gerth ([6]) errechnet die Mittelwerte der 4-
Range der Klassengruppen der quadratischen Zahlkdrper. Die Mit-
telwerte sind gleich den Ergebnissen, die wir in 2.8. gefunden
hi&tten, wenn p den Wert 2 haben kdnnte. So soll der Rang von
4Clg/9Clg ein zufdlliges Ereignis sein.

3.7. Bemerkung. Wenn man die Ergebenisse des Beispiels 2.8. fir
quadratische Korper benutzt, kann man auf Primdiskriminanten, die
zu einer gegebenen Kongruenzklasse gehdren, sich beschrénken.
Wahrscheinlich gilt auch diese Mdglichkeit fiir die Fihrer der
kubischen Kérper, wenn p#2 ist. Die Primzahl 2 aber ist speziell
wegen der 2- Komponente scheint nach der Tabellen die Dichte der

Korper k = enu%ﬂu (p=-1 mod.3) mit hg=1 mﬂmwmw fiir p=8 als fir
p=2 oder 5 mod.9 : Nur der Mittelwert der drei Kongruenzklassen
fir wachsenden Diskriminanten erreicht die vorgesehene Dichte
(siehe [4], III). Wahrscheinlich sind die gute p, die die Ord-
nung von I' teilen, nicht ganz gut !

IV - Wir geben in diesem letzten Abschnitt einige Ergebnisse,
die p- Komponenten betreffen, und priifen die Annahmen 1 und 2
mit diesen (vermutlichen) Ergebnissen nach. Diese Ergebnisse
sind nicht in [4]1 geschrieben.

4.1. Nach [3], Example 5-9, (i), gilt fir eine Abelsche
p-Gruppe H und einen ganzen Rang u

: Hla 1= M )

lAutH| . |HI® kpu+l p¥

pr(Clg,padi)=

(man nehme u=0 (bzw. u=1l) fiir K

imagin&r- (bzw. reell-) quadratisch). Die genauen Werte von
JAut JG|) wurden von Cohen in [2] berechnet.

Fiir H ~ uAN\w.NvE gilt ([31, prop. 2.5)

M
|Aut H| = p ._I._ j (1-p"%), wo

. i 1g<kgMy
Mj = mij+mi414---

und ferner die einfache Formel ([3], Cor. 3.2)




1
MHH = p *-p 1) ...(1-p"%). So ist

|H|=p% |Aut H|

4 A(D)

r Cl = - = wOo
P A_ Nu‘_ P v &Cu+1) )

’ ang (1-p™" ané (1-p7%

1gkgn 1<kgu

x(p) = qug a-p™%
k31

{siehe [3]1, Example 5-9, (ii)).
4.2. Die Annahme A; ist klar fiir die p-Komponenten nach der
oben angefilhriten Formeln.
4.3. Fiir eine p-Gruppe H ist die Anzahl der Elementen x € H mit
|H/<x>] = p gleich
~ 0 fir |H] = 1, fiir Rang (H)>3 und fir

Hx(p®,p®) mit r,s»2 ;
- 1 fir |H| = p ;
- p*71-p™"2 fUr H x (»,P) ;
- p%-1 fir H =« (p7,P), r32.

Mit Hilfe der Ergebnisse fUr den imagindren Fall Eﬁ% man

fiir die reellen guadratischen Korper

1 1 p-1 1 1
pr(iClgl=p) = anuvﬁ = .y Tk — +
p p-1 p? r=2 pT-p*"'  @i:-10*-p
p-1 1
+ — |II|H_ finden.
p 2 prtle-n?

Es ist leicht nachzuweisen, awm die Summe gleich

(P
ist, d.h. die Wahrschbeinlichkeit, npm IClg,pl = p

@-1)?

fiir reelle quadratische Koérper.
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