Sur les corps résolubles de degré premier

Dedicated to Albrecht Frohlich on his 70™ birthday

Par Soun-Hi Kwon a Séoul et Jacques Martinet a Talence

§ 1. Généralités

Soit / un nombre premier et soit m un diviseur de [—1. A isomorphisme pres, il
existe un unique groupe G d’ordre ml qui est une extension d’un groupe d’ordre I par
un groupe cyclique d’ordre m opérant fidélement. L’extension est un produit semi-direct,
et G est isomorphe a 'unique sous-groupe d’ordre Im du groupe affine d’une droite sur
[F,. Pour m=1—1, G est le groupe affine lui-méme. Pour m=1 (resp. 2), G est cyclique
(resp. diédral). On peut caractériser ces groupes comme étant les groupes résolubles
transitifs de degré premier (théoréme de Burnside). Le groupe G peut étre défini par
deux générateurs o et 7, liés par les relations o' =1t"=1 et tot” ' =g, ol a est I'un des
@(m) éléments d’ordre m de (Z/lZ)*. A isomorphisme pres, G ne dépend pas de a.
Toutefois, lorsque I'on cherche a plonger une extension cyclique k/k, de degré m>2
dans une extension galoisienne M/k, a groupe de Galois isomorphe a G, le choix de a
n'est pas indifférent, puisque I'on a des procédés pour fixer un générateur du groupe de
Galois de k/k,. Nous reviendrons la-dessus aux paragraphes 3 et 5.

1. 1. Exemple. (i) Si k, est un corps de caractéristique différente de I, pour tout

: l ~ 33
o € ko, non puissance l-iéme, I'extension K = ko(l/&) de ko a une cloture galoisienne de
groupe de Galois isomorphe au groupe G pour lequel m est le degré sur ko du corps des
racines [-iémes de l'unité.

(ii) (cf. §3.) Si ko est un corps de nombres, et si k est une extension cyclique de
degré m de k, telle que toutes les sous-extensions strictes de k/k, aient un nombre de
classes premier a I, les extensions non ramifiées de degré [ de k sont engendrées par
celles qui sont galoisiennes sur k, et ont un groupe de Galois isomorphe a un groupe G.

1. 2. Notations. On note k, un corps, ko, une cloture séparable de ky, M une
sous-extension galoisienne de ko/k, de groupe de Galois G d’ordre Im comme ci-dessus
(I est premier et m divise [ —1), k la sous-extension de degré m de M /kq, et K une sous-
extension de degré [ de M (K posséde [ conjugués si m > 1). On désigne par H (resp. g) le
groupe de Galois de M/k (resp. de M/K), et I'on identifie g au groupe de Galois de k/k,.
On note en outre g, le groupe des racines [-iémes de I'unité de ko, { un générateur
de 1.
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Lorsque L est un corps de nombres, Z, (resp. E,, resp. Cl;) désigne 'anneau des
entiers (resp. le groupe des unités, resp. le groupe des classes) de L, et I'on pose
h, = card Cly.

1. 3. Plan. On étudie dans le § 2 la structure des discriminants et, dans le § 3, on
indique quelques résultats permettant de construire des extensions a l'aide de la theorie
du corps de classes. Ces résultats sont ensuite utilisés dans le §4 pour étudier les petits
discriminants. Dans le §5, on expose briévement la théorie de Kummer, que l'on
applique dans le §6 & la construction des polyndmes. Le §7 contient quelques
remarques concernant les petits discriminants.

§ 2. Décomposition et conducteurs d’Artin

On conserve les notations du § 1; on se donne en outre un anneau de Dedekind 4
de corps des fractions k, relativement & qui sont calculés les discriminants, et I'on
suppose ses corps résiduels finis. On note en outre v, une place de k, et v une place de k
au-dessus de v,, et, si v, est finie, on suppose qu’elle correspond a un idéal premier non
nul p, de 4, et I'on note p I'idéal correspondant & v et P un idéal premier de M au-
dessus de p. Les groupes de ramification de B dans M/k,, M/k et M/K sont alors notés
G, Hyet g, i=—1.

2. 1. Proposition.  Soit e (resp. f) Uindice de ramification (resp. le degré résiduel) de
vy dans kjk.
(i) Siwv est inerte (resp. ramifiée) dans M/k, v, est inerte (resp. totalement ramifiée)

dans K/kg;

(i) Si v est décomposée dans M/k, K posséde au-dessus de v, une place de degré

ef

Démonstration. Cela résulte tout de suite des relations g,=G;,ng et
Gi(cPB)=0G,(P)o".

2. 2. Corollaire. Si v, est réelle, et si K n’est pas totalement réel au-dessus de vy,
alors m est pair, k et M sont totalement imaginaires au-dessus de v,, et K posséde une
unique place réelle au-dessus de v,.

local 1 et places d’indice de ramification e et de degré résiduel f.

2. 3. Proposition.  Si lindice de ramification de p, dans M/k, est >1, p, divise l; si
cet indice divise m et est >1, et si p, ne divise pas I, alors p se décompose dans M/k.

Démonstration. On utilise simplement le fait que G, (resp. G,) est distingué dans
G, (resp. G_y).

Venons-en maintenant a la décomposition des discriminants. Le groupe G posséde
g .y . . . : -1 ]
m caractéres irréductibles de degré 1 (qui proviennent de G/H) et —— caracteres
m
irréductibles de degré m, qui sont induits par des caractéres de degré 1 et d’ordre [ de H,

. _ . 5=1 . o
et qui sont conjugués sur le sous-corps de degré —— du corps des racines l-iémes de
m

'unité. Notons p un caractére irréductible de degré m. On vérifie tout de suite que le




—
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caractére de la représentation de permutation de G/g est somme des conjugués de p et
du caractére unité. En utilisant [13], ch. VI, § 3, prop. 6, b et son cor. 1, on obtient:

2. 4. Proposition. Soit § le conducteur d’un caractére de degré 1 et d’ordre | de H.
Les discriminants de K/ko et de M/ky sont donnés par les formules
-1 -1

Do = b;/';To‘ Nk/ko(ig)T et Dpuo= b;c/ko : Nk/ko(g)l -

Dans la pratique, on connait le discriminant de k/k,, et on doit préciser la norme

de §. Voici deux résultats, dont le premier est relatif a la partie modérée du
discriminant.

2. 5. Proposition. La partie premiére a | de §& est un produit étendu a k d’idéaux
premiers distincts de kg qui ont mémes degrés résiduels dans k et dans ko(y).

Démonstration. Seule la derniére assertion mérite une démonstration. Apres
complétion, on se trouve dans la situation de la théorie locale du corps de classes, k/k,
etant non ramifiée. Le degrée m de M/K est maintenant égal au degré résiduel de k/ky;
nous notons ¢ le cardinal du corps résiduel. Nous allons montrer I'égalité k=kq(p)
Comme M/k est totalement et modérément ramifiée de degré I, k contient p, et I'on est
ramené a prouver l'inégalité [ko(w) : k] = m. Quitte a changer de générateur pour g, on
peut supposer que T est le “Frobenius” dans k/k,. Si x est une unité de k, tx/x? est
alors une unité distinguée, si bien que 7x et x? ont méme image dans H par 'application
d’Artin. On a donc légalité tot™! =0 ce qui prouve I'inégalité cherchée, puisque g est
d’ordre m modulo L

[La démonstration ci-dessus donne en outre des indications sur la valeur possible
de a modulo L]

Pour énoncer la proposition suivante, on considére un idéal premier p de k
divisant | et ramifié dans M/k, et I'on note ¢ son saut de ramification dans M/k (on a
H,=H et H.,,={1}). On a v, Opep) = +1) (I—1) ([13], ch.V, §3, lemme 4), t &l
le,
-1
Pindice absolu de ramification de p (cela se voit en majorant le discriminant d’un
polynéme d’Eisenstein définissant M/k).

(puisque la ramification n’est pas modérée en p dans MJ/k) et t= e, désignant

2. 6. Proposition. L'entier t est premier a indice de ramification e de p dans k/kg .

Démonstration. Clest clair si e=1. Sinon, quitte & grossir ko, on peut sUpposer
que l'on a m=e et que e est premier. On a 0€G, o¢ Gy, TEG et
co1-lo1=0""1¢G,,,. Donc ([13], ch. 1V, §2, cor. 1 4 la prop.9), 7' ¢ G4y, i.€. € ne
divise pas t.

2.7. Remarque. 1l résulte des propositions 2.5 et 2. 6 que & provient d’un idéal
de kg si M/k est modérément ramifiee ou si m<2. Il n’en est pas de méme en général,

5 A
comme le montre I'exemple ou ko=@ et K =@(]/§): le polyno_me X 5.—2 a pour
discriminant 2%-5°, est d’Eisenstein en 2, et (X+2)°—2 est d’Eisenstein en 5. Le

discriminant de K est donc 24 .55 =50000, dou F=(2 l/g).
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: § 3. Théorie du corps de classes

On conserve les notations des paragraphes 1 et 2, et 'on suppose que k, est un
corps local ou global de caractéristique zéro. Pour un tel corps E, on note Cy le groupe
E* ou le groupe des classes d’idéles de E. L’extension M/k est définie par un caracteére x
tel que (7 - x) (x) = x(t "' x), et lapplication d’Artin transforme la condition 1071 '=0"en
la condition 7 - y=y*" (qui met en évidence le rdle du choix de a, déja signalé au § 1).
Le lien entre extensions K/k, de discriminant égal au discriminant de k/k, et extensions
’ non ramifiées M/k de degré [ est clair (cf. exemple 1.1, (i) et prop. 2).

Examinons la situation opposée dans laquelle le nombre de classes de k est
premier a . On se donne un idéal § de k stable par g et vérifiant les conditions des
propositions 2.6 et 2.7, et on cherche si & est le conducteur d’une extension M/k
galoisienne sur k, a groupe de Galois isomorphe & G. On est amené a chercher les
caractéres modulo § stables par g, triviaux sur le groupe E, des unités de k, qui ne sont
pas définis modulo un diviseur strict de § et qui ne proviennent pas de caractéres
f définis sur un sous-corps de K. La présence des unités rend difficile 'énoncé de résultats
’ généraux. Toutefois, on peut prévoir dans certains cas I'existence de corps du type
' cherché. L’exemple suivant est susceptible de diverses généralisations (cf. § 4):

divise | —1 et est une puissance de 2, et soit p = un nombre premier non ramifié dans k/@,
ayant méme degré résiduel f dans k et dans @ (w,). Supposons que le nombre de classes de
k est premier a | et que k n’est pas le corps @ (w,), et notons k' le sous-corps réel maximal

f
1
t 3. 1. Proposition.  Soit k un corps cyclique totalement imaginaire dont le degré m
1
i

de k et d le nombre d’idéaux premiers au-dessus de p dans k' KZ— est Pordre de p modulo

m
si px1 modulo | et d = sinon — cf. prop. 2. 5 |. Alors, il existe exactement d extensions

My, ..., M, cycliques de degré | sur k et galoisiennes sur @ dont les groupes de Galois G;

; peuvent étre définis par deux générateurs o; et un relévement t; d’un générateur fixé t de
k/@, liés par les relations ot=1, t"=1 et t,0;1; ' =0{" avec a; d’ordre m modulo 1, et les
a; s’obtiennent a partir de 'un d’entre eux par multiplication par les racines d-iémes de
Punité modulo 1.

Démonstration. L’ensemble des extensions cycliques de degré 1 ou [ de k de
conducteur divisant (p) est en bijection avec le [Fi-espace vectoriel X des caractéres de
(Z,/(p))* a valeurs dans C* et d’ordre divisant | qui sont triviaux sur le groupe E, des
unités de k. Le groupe g opére sur X par (t- ) (x)=x(t *x), et les extensions qui sont
galoisiennes sur @ sont associ¢es aux droites de X qui sont stables.

Placons-nous d’abord dans le cas p%1 mod [ Le degré résiduel f de p dans k est

alors >1 (prop. 2. 5), et p est de degré g dans k'. L’ordre de (Z,/(p))* (resp. de (Z/(p))*)
s

est u=(p’ —1)* (resp. u’' = (p? —1)*). Ecrivons u=u,u, ol u, est une puissance de [ et u,
est premier a I. Pour tout ¢ € E;. (groupe des unités de k'), on a ¢ =1 mod p. Comme
indice de E,. dans E, est fini et premier a | et que u’ n’est pas divisible par I, on a
¢2=1 mod p pour tout ¢ € E,. Il en résulte que X est un espace vectoriel de dimension
d sur [, (dimension de la I-composante du groupe (/%))
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L’espace X définit une représentation de g sur [F,, qui est rationnelle, car [,
contient les racines de l'unit¢ d’ordre m. Comme g est transitif, X définit une
représentation du quotient de g par le sous-groupe de décomposition g_, isomorphe a
la représentation réguliere. Donc, X est somme directe de d droites qui sont des
F,[g/g_,]-modules deux a deux non isomorphes. Il y a donc exactement d droites
stables, les exposants a; de I’énoncé sont deux a deux distincts, et ils sont d’ordre m
modulo [ puisque les extensions M, ..., M, ne proviennent pas d’un sous-corps strict de
k (un tel sous-corps serait contenu dans k). Il reste a voir que les a¢ coincident modulo
I. Cette propriété ne dépend pas du choix du générateur © de g. Cela permet de ramener
au cas ou 1 est le Frobenius dans I’extension complétée en un idéal de k au-dessus de p.
Alors, on a t?o1™% = ¢ (voir la démonstration de la proposition 2. 5), donc af = p mod
pour tout i.

Si p=1 modl, la l-composante de (Z,/(p))*/ImE,. est facteur direct de la I-
composante de (Z,/(p))*/ImE,; cela montre l'existence de d=% extensions du type

cherché, et la démonstration s’achéve comme précédemment; toutefois, il peut exister
d’autres extensions galoisiennes de @ que M,, ..., M,, provenant d’extensions de k'.

3. 2. Remarque. On peut s’affranchir de ’hypothése “m est une puissance de 2” a
condition d’imposer des restrictions aux sous-corps stricts de k non contenus dans k'.
On obtient également des résultats analogues en remplagant (p) par 22, £ désignant le
produit des idéaux premiers de k au-dessus de .

Le cas particulier ou k= @ (y,) est facile a étudier directement: il correspond aux

1
“corps purs”, de la forme K = @(ﬂ), b e Z. On peut prendre b> 1 et non divisible par
la puissance [-iéme d’un nombre premier. Dans ces conditions, en notant b, le produit
des diviseurs premiers de m, on montre facilement:

!

3. 3. Proposition. Le discriminant du corps @(1/5) est égal a I'bh™ si b 11

mod 2, et ' 2bL sinon. Pour |+ 11, le plus petit discriminant d’un corps pur est atteint
pour b=2, et est égal a 2'"'I' si 1<1093. (Pour =11, le discriminant minimal est

310119 = 139234453205859, correspondant au corps @( |/3).)

§ 4. Petits discriminants

Pour appliquer la théorie du corps de classes a la détermination des discriminants
minimaux des corps de degré [ a cloture galoisienne de degré Im (m divisant [ —1), il faut
disposer des nombres de classes et des unités des corps cycliques de degré m jusqu’a des
bornes difficiles a préciser a priori, dépendant du nombre [ choisi. On dispose de tables
trés étendues de corps quadratiques d’origines trés diverses. Pour les corps imaginaires,
on dispose des tables de classes relatives confectionnées par Hasse pour les conducteurs
<100 ([6]), et prolongées jusqu’au conducteur 200 par Hirabayashi et Yoshino ([8]).
Pour les corps réels, des tables dans les cas m=3 et m=4 ont été faites par Mme Gras
([4], [5]) et, dans les cas m= 6, par Miki ([9]), prolongées par Miki lui-méme jusqu’au
conducteur 4000. C’est a l'aide de ces tables qu'ont été obtenus les résultats de ce
paragraphe.
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Pour m=1, il sagit de corps cycliques. Les discriminants minimaux sont bien
connus. Pour mémoire, il sagit de 72 =49 si [=3, 11*=14641 si [ =5, 296 = 594823321
si[=7 et 23'9=41426511213649 si [=11.

Pour m=2, il sagit de corps a cloture galoisienne diédrale. Dans le cas
imaginaire, on lit sur les tables de corps quadratiques le plus petit discriminant
correspondant a une extension non ramifiée, puis I'on cherche si la proposition 3.1
permet de faire mieux. On constate qu'il n’en est rien pour [ <11 (et méme bien au-dela).
Les discriminants minimaux sont —23 si [=3, +47>=2209 si [=5, —713=—357911 si
[=7 et —167°=—129891985607 si [=11.

Dans le cas réel, on doit déterminer lordre de I'image du groupe des unités
modulo les conducteurs a priori possibles. Les discriminants minimaux sont 22.37=148
pour [=3, 4012=160801 pour [=5 577°=192100033 pour [=7 et
12975 =3670285774226257 pour [=11.

La proposition suivante achéve I'¢tude du degré 5 en résolvant la question pour
m=4.

4. 1. Proposition. (i) Pour |=5 et m=4, les trois premiers discriminants de corps
ayant une place réelle sont 2*-13%=35132, 32177 =44217 et 2*- 5> =50000, et il y a
un corps (a isomorphisme prés) pour chacun de ces discriminants.

(i) Pour =5 et m=4, le plus petit discriminant pour un corps totalement réel est
24.533=2382032. Il y a (a isomorphisme prés) un unique corps ayant ce discriminant; il

définit une extension non ramifiée du corps Q()/53 +2l/§§).

Démonstration. (i) L’existence et I'unicité des corps résultent de la proposition
3.1 pour le premier, de la divisibilité par 5 du nombre de classes relatif d’'un unique
corps de degré 4 et de conducteur 53 ([5], p. 162) pour le second et de la remarque 2.7
pour le troisiéme. La proposition 3.3 montre que le seul corps associ¢ au corps k de

discriminant 125 est le corps @(fﬁ) de discriminant 50000. Si M/k est non ramifiée, on
a, f et m désignant les conducteurs de k et de son sous-corps quadratique,
d,=mf?<5.10% dou f <100 puisque m=5 et les tables de Hasse permettent de
conclure. 11 reste & examiner les corps k avec di > 125 et b, premier a 5. On vérifie alors
A laide des tables de Hasse que le corps k de conducteur 13 est le seul compatible avec
la proposition 2. 5 conduisant a un corps K de discriminant = 50000.

(i) L’examen des tables de M.-N. Gras ([5]) montre que le discriminant 24. 533
est le plus petit pour lequel M/k est non ramifiée (il faut examiner les conducteurs = 690).
Pour un corps K de discriminant <2*-53% la minoration d;,=3*-5° impose au
conducteur de M/k d’étre un idéal principal engendré par I'un des entiers 2, 3, 6, [/5,
Z]E, 31/5, et 5 de k. La proposition 2.5 permet d’écarter les possibilités §=(6) et
&=0 VE). Pour montrer 'impossibilité des autres cas, on examine I'image modulo §
des “unités y-relatives” données par la table de M.-N. Gras. Des calculs un peu
fastidieux, qui ne sont pas reproduits ici, permettent de conclure.

Passons maintenant aux corps de degré 7 avec m>2. Le cas m=6 et K totalement
réel pourrait peut-étre se résoudre a I'aide des tables de Miki. Le premier conducteur
rencontré pour lequel le nombre de classes relatives est divisible par 7 étant relativement
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grand (819), les calculs a faire peuvent s’avérer trés longs et I'étude n’a pas été entreprise.
En revanche les deux autres cas ont été résolus (propositions 4.2 et 4. 4).

4. 2. Proposition. Les deux plus petits discriminants de corps de degré T avec m=3
sont 26 .73% =1817487424 et 313*=9597924961, et il y a, d isomorphisme prés, un seul
corps par discriminant.

Démonstration. On vérifie tout de suite sur les tables de M.-N. Gras que la plus
petite possibilité avec M/k non ramifiée apparait pour k de conducteur 313. Si §=(1),
on écrit Ny (&) = a® 7%, et on doit étudier les possibilités (x, a)=(3, 1), (2, 1), (0, 11) et
(0, 2) (les autres sont éliminées par la proposition 2. 5). Une étude des unités permet de
se limiter au cas de § =(2), qui se résoud sans peine a I'aide de la proposition suivante,
dont la démonstration est laissée au lecteur.

4. 3. Proposition. Soit k un corps cubique cyclique dont le nombre de classes est
premier a 7 et dans lequel 2 est inerte. Alors, il existe une extension cyclique de k de degré
7 et de conducteur 2 si et seulement si I'on a, pour une unité fondamentale ¢ (i.e.
engendrant avec ses conjuguées le groupe des unités de norme 1) les congruences
Trx/o(8) = Trg (e ") =1 modulo 2.

Dans le cas du corps K de discriminant 2°-73%, I'unité ¢ de k est définie par le
polyndme X3 +49X%+119X —1.

4. 4. Proposition. Parmi les corps de degré 7 a une place réelle correspondant a
m=6, le discriminant minimum (en valeur absolue) provient d’une extension non ramifiée
d’un corps de conducteur 143, et est égal a —113-13*=—38014691.

Démonstration. Les tables de Hasse et de Hirobayashi-Yoshino montrent que ce
discriminant est minimum parmi ceux des corps provenant d’une extension M/k non
ramifiée (il faut examiner les conducteurs =168). Sinon, la proposition 2. 4 montre que
le conducteur § doit étre I'un des idéaux B2, P3, 2P2, (2) et (3), ou P désigne I'idéal de
k au-dessus de 7, supposé totalement ramifié, et que, si §+(2), k doit étre le corps
@ (u,), cas exclu par la proposition 3.3 (K serait un corps pur). Les cas ou & =(2) (qui
concernent quelques corps k contenant un corps cubique de conducteur 7, 9 ou 13) sont
exclus a l'aide de la proposition 2. 5.

Pour les degrés >7, on ne peut obtenir que des résultats trés partiels. En voici un:

4. 5. Proposition. Si [=13 et m=3, les deux premiers discriminants sont
312. 1316 =3536...102 et 1063%=1,630...10%*, et il y a, a isomorphisme preés, un seul
corps par discriminant.

Démonstration. On utilise les tables de M.-N. Gras et une étude des unités
modulo 2 analogue a la proposition 4. 3.

4. 6. Remarque. Trouver les discriminants minimaux dans les trois cas ou I'on a
=13 et m<2 n’est pas difficile.

On pourrait également, pour m=3, aborder I’¢tude de cas avec [>13. En
revanche, les tables existantes ne permettent pas de conclure pour 1=13 et m=4. Par
exemple, les tables de M.-N. Gras en degré 4 permettent de voir qu’il existe un unique
corps de discriminant 17°¢-89° pour [=13 et m=4 (il est associ¢ & une extension non

ramifiée du corps @ (|/17(89 + 8}/ 89)), et que ce discriminant est minimal parmi les
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corps associés a un corps k de conducteur <4000; mais on ne peut pas exclure
l’existence d’un corps de type non ramifiée et de conducteur dans lintervalle [4000,
6383]. Curieusement, il n’y a pas, pour m pair =4, de tables étendues de classes
relatives dans le cas imaginaire, bien que la complexité des calculs mis en jeu ne crée
pas de difficulté insurmontable. Signalons toutefois la table de Schrutka von Rechten-
stamm qui donne des indications pour les conducteurs f avec ¢(f)=256, cela quel que
soit m.

§ 5. Théorie de Kummer

On conserve les notations des paragraphes 2 et 3, en supposant que k, n’est pas
de caractéristique . Pour Eck,, E’ désigne I'extension E({) de E, { désignant une
racine de l'unité d’ordre [. L’extension M'/k’ peut étre engendrée par la racine [-iéme
d’un élément de k. En fait, on peut rechercher les radicaux dans un sous-corps de k'.
Soit G’ le groupe de Galois de M'/k,; identifions a H celui de M'/k’. Le groupe G’
opére sur le groupe des caractéres de H (le groupe H*=Hom(H, W) par
(s-x) (t)=s x(s"'ts), opération tenant compte de I'action galoisienne de G’ sur y, et de
son action sur H par automorphismes intérieurs. Le noyau de cette opération est un
sous-groupe de G’ contenant H, qui invarie une sous-extension de k'/k, que l'on note
traditionnellement k (cf. [3]). Les radicaux sont définis par les résolvantes de Lagrange

O, 1>="Y x(t1)t0: on a s<0, x> =<s0, s x>, ce qui montre que <0, x)' est un élément

teH
de k'. Si 'on prend pour 0 un élément primitif de K/k, et pour y un caractére d’ordre I,
on voit tout de suite que <0, ¥ est un élément primitif de k/k,.

5.1. Remarque. La notation k est justifitce par le fait que k ne dépend
effectivement pas de l'extension M/k. Toutefois, © étant fixé, le choix de a tel que
tot ' =¢" nest pas indifférent. Eventuellement, nous écrirons k, au lieu de k.

Les corps k associés aux différentes extensions k/k, cycliques de degré m sont des

. . A o -1 g

extensions cycliques de k,, de degré divisant [—1 et divisible par ——, et de degré
m

effectivement égal a [ —1 lorsque k et kg sont des extensions linéairement disjointes de k,
et que kq(¢,) est de degré I—1 sur k, (les extensions K/k, pures sont celles pour
lesquelles on a k= k).

Dans la suite, on se limitera au cas ou k est de degré [—1 sur ky, le seul cas qui
nous sera utile en dehors du cas trivial des extensions pures, en supposant en outre k et
ko(¢) linéairement disjointes sur k. :

On trouvera des résultats supplémentaires lorsque m est premier dans la thése de
troisiéme cycle de Cougnard ([2]).

5. 2. Proposition. Soit o € k tel que M’ = k’(i/&) et soit s 'un générateur du groupe
de Galois § de k/k,. Il existe b € 7 engendrant (Z/lZ)* et B ek tels que sa=o"B.
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Démonstration. Identifions le groupe (Z/l1Z)* au groupe de Galois de k'/k au
moyen de I'application qui associe & i € Z premier a [ "automorphisme s; de k'/k tel que
s;{ ={', et soient 0 un élément primitif de K/k, et y un caractére d’ordre | de H. Quitte
a remplacer o par un élément de k de la forme a™y!, (m, [)=1, on peut supposer que I'on
a a=<0, x> On a alors s;<0, x> =<0, x*> pour tout i premier a [. Par restriction, le
groupe de Galois de k'/k s’identifie & §. On peut donc trouver b € Z tel que s et s, aient
méme action sur k; alors, (s,0)/sa € k*',

Il est commode de définir o dans k*/k*!, qui est un [F,[§]-module. La proposition
précédente montre que le module engendré par o est annulé par s—b pour un b
convenable.

5. 3. Proposition. Pour b primitif modulo I, soit w,= [] (s—i)e F[g]. Si
i+0,b
a e k*/k* est annulé par s—b, il existe uek*/k*' tel que oa=u®. (Nous adoptons la

notation exponentielle pour action des groupes de Galois.)

Démonstration. Soit ¢; (10 modl) le caractére de g a valeurs dans /[, tel que
@;(s)=1i. On a ainsi tous les caractéres irréductibles de g, si bien que l'intersection des
noyaux des ¢; pour iZ b mod! est une droite de [F;[§]. Cette droite contient w,, et w;
n’est pas dans le noyau de ¢,. Par conséquent w; est proportionnel & w, et est non nul,
et u=oa®" convient.

La connaissance d’un élément u vérifiant la proposition 5. 3 permet de trouver un
élément primitif de K/k,:

5. 4. Proposition. Soit u € k tel que u® ne soit pas une puissance l-iéme dans k, et
soit x une racine l-iéme de u dans M'. Alors Tryp p(X) est un élément primitif de K/k, de
trace sur kg nulle.

Cela résulte facilement de la théorie de Galois.

Connaissant maintenant un élément primitif de K/k,, on peut au moins
théoriquement calculer son polyndme caractéristique. Le calcul est évident pour [=3:
on trouve X3 —3u'*SX —u!*S Tr(u) (Tr est la trace de K sur ko). Le calcul pour /=5
est plus difficile. Or, il se trouve que la calcul fait par G.Gras ([3]) dans le cas
particulier ou m=2 s’applique a toutes les valeurs de m. Cela permet d’énoncer:

5. 5. Proposition. Relevons w_, dans Z[G] en lélément s* +2s*—s+3, et soit
X54+a, X*+a, X3+ a3 X*+a, X + as le polynéme caractéristique de la trace sur K d’une
racine l-iéme de u®-* On a:

J 2
ay =4, azz—ETr(u”s ),

2 2 1 2
a;= _STr(u1+s+s )’ Gy = _S(Tr(u2+s +33)—§TI(U2+ZS )+N)
et

2 = 2 25 - 2
as=—N(Tr > 2%+ 20 Tr (u' ers)+30Tr(u)——2—Tr(u 1y Tet *7)),

(Tr et N désignent la trace et la norme dans kfko; on a posé N =N (u).)
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On montre (cf. [3], § 3) que le polynéme ci-dessus, lorsque I'on prend pour u une
puissance 5-iéme dans k, posséde une racine rationnelle.

Pour achever ce paragraphe, nous allons indiquer une condition de ramification
dans M/k des facteurs des idéaux premiers de k, qui ne divisent pas L

5. 6. Proposition. Pour que les facteurs d’un idéal premier p, de k, soient ramifiés
dans M/k, il faut que p, soit totalement décomposé dans k/k, et qu’il existe un idéal
0 p 0 q
premier de k au-dessus de p, ayant un exposant dans u non divisible par 1.

Démonstration. En effet, si les idéaux premiers de k au-dessus de p, se ramifient

‘dans M/k, les idéaux premiers de k' au-dessus de p, se ramifient dans M'/k’, donc ont

un exposant non nul dans o, donc dans u. En outre, si p, n'est pas totalement
décomposé dans k, pour tout idéal § de k au-dessus de p,, P®* a un exposant dans «
divisible par [.

5.7.Remarque. Le fait que p, soit totalement décomposé dans k, pour au-moins
une valeur de a est équivalent a la proposition 2.5. Lorsque p, divise [, la non
ramification en p, équivaut au fait que a est congru a une puissance [-iéme modulo une
puissance assez élevée d’un idéal de k au-dessus de p, (cf. [7], § 39).

§ 6. Polynémes

Un certain nombre de polyndmes correspondant aux corps décrits au §4 sont
bien connus pour m=<2 et [ petit. Les corps abéliens de degrés 3, 5, 7 et de discrimi-
nants 7%, 11* et 29° sont définis par les polyndmes X3+X%2-2X-—1,
X3+ X*—4X?-3X*+3X+1 et X' +X°—12X°—T7X*+28X3+14X2—-9X +1 de
discriminants respectifs 7%, 11* et 29% . 172, Les corps cubiques de discriminants —23 et
+ 148 peuvent étre définis par les polynémes X> —X —1 et X3+ X2 —3X —1 de mémes
discriminants. Pour m=2, k imaginaire et /=35 et 7, Weber ([15], Band 3, p. 723) a
donné les polynémes X3 —X3—-2X2—-2X—1et X' —2X6— X34+ X*4+ X34+ X2-X—-1
dont les discriminants (+47% et — 713 respectivement) sont égaux a ceux des corps qu’ils
deéfinissent. Lies procédés de Mestre, utilisant des courbes elliptiques ([11]), permettent
de définir de nombreuses extensions cycliques non ramifiées de corps quadratiques de
degrés <7 a l'aide de polynomes. En particulier, pour m=2, k réel et [=5, [11] fournit
le polynéme X°—8X*+15X3—6X%—2X +1 de discriminant 4012,

Nous allons maintenant nous occuper des corps décrits dans la proposition 4. 1.
Pour le discriminant 2*- 133, le corps k est de conducteur 5-13, et 2 y est totalement

décomposé. Donc, k= Q(]/65+ 8]/6) Une unité fondamentale “y-relative” (cf. [5]) est

n=18+21/65+3]/65+8)/65.
. 14/ —-1)(7-)/65 g
Soit w = + 65+8‘/6. Alors, uy=1 +(w ) W) engendre le carré d’un idéal

2 2
au-dessus de 2. On doit prendre u=n*u,, x modS5. La congruence a une puissance 5-
ieme modulo le carré d’un idéal au-dessus de 5 a lieu pour x= —1 mod 5. En prenant

21 Journal fiir Mathematik. Band 375/376
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u=n 'uy, en effectuant un calcul numérique précis¢ par des congruences, et en

1+]/65—8)/65
* 1/ , on aboutit au polyndme

2

définissant s par sw =

282991
X5—35X3—1595X2—16840X—74—,

5(X —1)
2

X5 —2X*—4X3-96X*—352X —568,

qui, par la transformation X +— , se transforme en

de discriminant (2% - 133)-(2*-10429)> (modulo 10429, la racine double est 8069). Pour
le discriminant 3% - 173, on a le choix pour k entre les deux corps de conducteur 3 -5-17

qui contiennent @(1/8?). A Taide des unités données dans [5] et en essayant chaque fois
w, et w_,, on trouve les quatre polyndmes
P, (X)=X°—10X3—105X2+2110X + 14004,
P,(X)=X5—-10X3—105X2+2110X — 5121,
Py(X)=X°—10X3—105X2>—440X — 531,
P,(X)=X>—10X3—-105X%—440X — 1296,

dont les discriminants s’écrivent (3% - 173)- f;* avec
f1=2:57-3583, f,=5% f3=5%39 et f;=27.-5°
La transformation X +— 5(X +1) permet de trouver a partir de P, le polynome

X34+ X*—X?+3X—1 de discriminant 3?-173. En résumé, on a:

6. 1. Proposition. Les corps de discriminants 2* - 133, 32 - 17% et 2* . 5° décrits dans
la  proposition 4.1  peuvent étre  définis par les  polyndmes  respectifs
X35 -2X*—4X3-96X2—-352X—568, X°+X*—X2+3X—1 et X°-2.

La construction d’'un polynéme définissant le corps de la proposition 4.1, (ii)
nécessite la détermination d’une classe d’ordre 5 dans un corps de discriminant
297754000 que nous n’avons pas entreprise.

§ 7. Remarques finales

Les résultats de cet article, joints aux commentaires de [10], § 7, permettent de
trouver le discriminant minimal pour chaque type de permutation et chaque signature
jusqu’au degré 5, a I'exception du cas A totalement réel. (Les corps a groupe A5 ayant
une place réelle ont été étudiés par Buhler dans [1].)
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L’étude analogue des corps résolubles de degrés 6 et 7 peut sans doute étre faite
au prix de quelques calculs, a condition d’utiliser des méthodes géométriques pour
¢tudier les extensions cubiques des corps quadratiques, car les tables de corps de degre 4
dont on dispose ne sont pas assez étendues pour permettre I'utilisation de la théorie du
corps de classes. Il est aussi sans doute possible de résoudre le cas des groupes S¢ et S,
a laide de calculs d’une longueur modérée; du reste seuls deux cas sont en suspens (le
degré 6 avec deux places réelles et le degré 7 avec cinq places réelles; cf. [10]). En
revanche la recherche des discriminants minimaux pour les groupes A4, A, et PSL(3, 2),
que I'on ne peut faire que par une détermination de polynomes, dépasse sans doute les
possibilités actuelles.

Signalons pour terminer la thése de Soicher ([14]), qui contient un exemple de
chacun des types de permutation jusqu’au degré 7 (mais pas de chaque signature).
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