SUR CERTAINS DESIGNS SPHERIQUES
LIES A DES RESEAUX ENTIERS

par Jacques MARTINET

RESUME. On classe dans cette note les réseaux entiers de minimum
m < 5 dont ’ensemble des vecteurs minimaux constitue un 7-design sphérique,
étendant ainsi (sous une hypothése plus restricitve) la classification de Venkov
des 5-designs obtenus & l'aide de réseaux de minimum m < 3.

ABSTRACT. English title: Spherical designs and integral lattices.
In this note, we classify those integral lattices of minimum m < 5 whose sets
of minimal vectors are spherical 7-designs. This classification extends (under
a more restrictive hypothesis) Venkov’s classification of 5-designs provided by
lattices of minimum m < 3.

Rappelons d’abord un résultat de la théorie de Venkov exposée dans
[Ven]. On dit qu'une partie finie symétrigue S d’une sphere = de rayon
v/m centrée & lorigine d'un espace euclidien E de dimension n est un
(2¢+1)- (ou 2¢-, cela revient au méme) design sphérique si 'intégrale sur
2 de tout polynéme homogene de degré au plus 2¢ + 1 s’obtient comme
moyenne de ses valeurs aux points de S, ou, ce qui revient au méme, si
cette intégrale est nulle sur ceux de ces polynémes qui sont harmoniques
et non constants. Dans la suite, nous n’utiliserons que la caractérisation
suivante des (2¢ 4+ 1)-designs sphériques ([Ven], th. 3.2): on a

(%) Va€eE, Z (r.a)* =m! N(a)t ¢
c€S/ 21}
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Les trois premiers paragraphes de cette note ont été écrits pour I’essentiel pendant
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Erwin Schrédinger Institut, que je remercie chaleureusement pour son hospitalité.
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quel que soit t =1,...,¢, ou, pour tout ¢, ¢; est une constante, qui vaut

alors
1.3...(2t-1)

sn(n+2)...(n—2+2t) ’

ou s = £|S|. 1l suffirait en fait d’écrire la condition pour t = ¢, sa validité
dans le cas des valeurs plus petites de ¢ s’en déduisant par le th. 3.2 de
[Ven]. Toutefois, c’est 'utilisation des relations ci-dessus pour toutes les
valeurs de t qui permet d’avancer vers des résultats de classification, ce
qui est notre but dans cette note.

Ct =

Considérons le cas o S est l'ensemble S(A) des vecteurs d’un ré-
seau A entier de norme (ou minimum) m. Pour z,y € S, les produits
scalaires z.y sont entiers. On a |z.y| =m si y = +x, et |v.y| < |[F]
sinon, comme on le voit au moyen de I'inégalité N(x+y) = N(x)+N(y)+
2z.y >m,ie. |z.y| < 2N(y) quisapplique quel que soit z € A minimal,
et entraine le résultat cherché lorsque y est également minimal.

Soit m' = |2]. On pose s = s(A) = 1|S(A)|, et, pour y € S(A) et
0 <i < m, on note s; le nombre d’éléments x d’un demi-systéme de
vecteurs minimaux de A pour lesquels z.y = %3 :

si=[{z € S(A)/{+1} | [z.y| =}
En toute rigueur, on devrait écrire s;(y) plutdt que s;. Toutefois, dans les
applications que nous avons en vue, s;(y) sera indépendant de y.

Si S(A) est un (2¢ + 1)-design, on a £+ 1 relations entre s et les s;,
a savoir

so+s1+--F+sm=s5—-1
et les ¢ relations provenant de ().
e Dans le cas ou £ = m/+1, on vérifie qu’il s’agit d’un systéme de Cramer,
d’ott on déduit une unique possibilité pour ’ensemble (s, sg, ..., Smr).
e Dans le cas £ < m/, les solutions se décrivent en fonction linéaire de
m' + 1 — ¢ parametres.
e Dans le cas £ > m’ + 1, on a un systéme sur-déterminé, qui peut
conduire & de nouvelles impossibilités ou au contraire permettre de prouver
(en appliquant le th. 8.1 de [Ven]) qu’il s’agit d'un design de parametre
supérieur .
e Remarquons que les relations écrites pour une norme m s’appliquent
aux normes p < m, a condition de poser s; =0 pour i > £.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer notre résultat principal :
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THEOREME. Les réseaur A entiers primitifs de norme m < 5 tels
que S(A) soit un T-design sont Z, le réseau de racines Bg, le réseau
unimodulaire Oz3 de minimum 3, les trois réseaux laminés Aig = BWig
de Barnes-Wall, Aas et le réseau de Leech Asg, et les réseaux unimodu-
laires pairs de dimension 32 et de minimum 4 (non classés a ce jour). En
particulier, la norme 5 n’est pas possible.

Gréce & Koch et Venkov ([K-V]) et & quelques continuateurs, on connait
de nombreux exemples de réseaux unimodulaires pairs de dimension 32;
I'exemple le plus célebre est celui du réseau de Barnes-Wall BWs,.

La démonstration va occuper les trois paragraphes suivants. On ne
s’occupera que modérément du minimum 1, qui intervient seulement en
dimension 1 : 'unique réseau est Z, qui est un t-design quel que soit ¢,
alors qu’il existe une borne pour t dans toutes les autres dimensions.
On se contentera de constater que les formules obtenues sont valables en
dimension 1.

Les cas des minima 2 et 3 sont des conséquences des résultats de [Ven],
885, 7. Toutefois, comme ils sont d’étude plus facile sous nos hypotheses,
nous ne les laisserons pas de coté ici.

Apres avoir explicité les relations (), on établit dans le §1 un certain
nombre de propriétés générales de certains 7-designs, que 'on applique
aux minima m < 3. Le cas du minimum 4 est traité au §2 et celui du
minimum 5 au §3. Nous édudions enfin au §4 la possibilité que ces designs
soient de niveau plus élevé.

N

Il resterait & vérifier que ces réseaux sont tous effectivement des
7-designs. Le simple fait que nous connaissions le spectre (sg, $1,52) de
S(A) permet de faire aisément cette vérification, en utilisant le th. 8.2 de
[Ven]; du reste, le résultat est acquis a priori pour des raisons modulaires
dans presque tous les cas. De ce fait, ces vérifications seront laissées au
lecteur, qui pourra en méme temps démontrer :

PROPOSITION. Les wvecteurs minimauz des réseauzr décrits dans le
théoréme ne constituent jamais un 8-design, sauf dans le cas du réseau de
Leech, qui est un 11 -design, mais non un 12-design. [

Je remercie Christine Bachoc et Boris Venkov pour leurs interventions
décisives dans la démonstration qui figure au paragraphe 3.
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1. DESIGNS ASSOCIES A DES RESEAUX ENTIERS DE PETITE NORME

Appliquées & un vecteur minimal o de A, les formules (*) prennent
dans le cas des normes 4 et 5 la forme

51+4$2+m2:m2f
n
3
42 4_ 45
$1+47s2+m mnn+2
3 5
. 43 6 _,65 )
(¥m) S1+ 475+ m mn nn+2n+4

En effectuant entre ces trois équations les combinaisons (2) — (1) et

1((3) = (2)), on obtient les deux équations

3m2—n—2
1232+m2(m2—1):m2£%
n o n
m*m?—-1) m*s 3 5m?-n-4
' 128y 4 2D _m 3
(m) 2+ 4 nn+t2 n+d

d’ou 'on tire s par différence puis sy, obtenant

n(n + 2)(n + 4)

2 2
—(m2—1)(m> -4
s =M =D =) 3 Em? — 8)n + 15mt — 60mZ + 32

mi(m? — 1) (n=1)(3m?-4-n)
12 4n? — 3(5m?2 — 8)n + 15m* — 60m? + 32’

SS9 =

dont les expressions sous-entendent que le dénominateur ne doit pas
s’annuler.
On tire ensuite s; de la premiére équation de (*,,) et 'on a enfin
S0 = s—1— 81 — s9. Il est inutile d’expliciter ces deux derniéres formules.
Notons que l'inégalité sy > 0 entraine la majoration n < 3(m? — 1)
dont l'existence a été signalée dans I'introduction.

LEMME 1.1.  Soit A un réseau non unimodulaire de norme m et soit
v € A* N A un vecteur qui est minimal dans sa classe modulo A . Alors, on
alz.v| < %N(x) quel que soit x € A, et en particulier |x.v| <m' = [F]
si z € S(A).

Démonstration. Eneffet,ona N(vtz) = N(v)+N(z)£2v.2 > N(v),
dot Fv.z < iN(z). O
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Dans 1’énoncé suivant, on considére un réseau A et un vecteur v de
son dual, et, pour tout entier ¢ > 0, on pose

ti=[{z € S(A)/{£1} | |z.v| =i}

[Noter que les produits scalaires y.z, y € A, z € A* sont entiers.]

LEMME 1.2. Soit A un réseau non unimodulaire de norme m et soit

v € A* A tel que |v.x| < 2 quel que soit x € S(A). Soit t = N(v).
5(n+4)(28 —n)

Alors, 3 est un carré, soit A2, et l'on a
me="FH LA e {1,8,16,23,26} .
2 10
En outre, les valeurs correspondantes pour A, mt et ( t/2 ) sont données
par le tableau suivant: o
n 1 8 16 23 26
A 15 20 20 15 10

mt |1,4] 4,8

t2/(s/n) | 0,1

oo

,12] 12,15 | 14, 16

SIS

RS
wloo

132 80
12182 12 | 7, 80

Démonstration. Les relations (x) appliquées avec a = v s’écrivent

S
t1 +4ta =mt —
n

s 3
t1 + 16t = m2t2 =
1+ 2 =m nnto

s 3 5
t1 + 64ty = m3t3 = - .
1t 2=m nn+2n+4

Les combinaisons (2) — (1) et 1((3) — (2)) entrainent la double égalité

s3mt—-n—-2 m??>s 3 Bbmt—n—4

12ty =mt — = —
2=m n n+2 4 nn+2 n+4
En comparant les deux valeurs trouvées pour i, on obtient apres simpli-
4(n+2)(n +4)

fication ’équation 5m?t? — 5m(n +4)t +

inant se met sous la forme

3 , dont le discrim-

5m2(n +4)(28 —n)
3 .

On trouve donc la condition A = A2 (qui est indépendante de m), et le
reste du lemme en résulte. [J

A =
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Le cas des minima 2 et 3 est maintenant facile. On a vu que s2 doit
étre nul. En utilisant sa valeur donnée dans =, (et en écartant le cas
trivial de la dimension 1), on voit que m = 2 (resp. m = 3) n’est
possible que pour n = 8 (resp. n = 23), et le lemme 1.2 montre que
les réseaux correspondants doivent étre unimodulaires. Ils doivent donc
étre respectivement isométriques & Eg et & Oa3.

2. LES RESEAUX DE MINIMUM 4

Dans le cas du minimum 4, les formules ()., ) se simplifient en

_45n(n+2)(n +4)
~ (n—26)(n—28)
, _80(n — 1)(44 — n)
() %27 = 26)(n—28)

Le signe de s limite le choix de n & la réunion des deux intervalles [1,25]
et [29,44].

Si A n’est pas unimodulaire, les lemmes 1.1 et 1.2 montrent que n
ne peut prendre que 'une des valeurs 1,8,16,23. Si au contraire A est
unimodulaire, le fait qu’il soit de minimum 4 entraine la minoration n > 24
([C-S], ch. 16). Un tel réseau doit donc étre pair, car le réseau pair qui lui
serait attaché dans le cas contraire définirait encore un 7-design (parce
que les deux réseaux auraient méme ensemble de vecteurs minimaux)
qui, n’étant pas unimodulaire, ne pourrait avoir que 'une des dimensions
1,8,16,23,26 prévues par le lemme 1.2. D’aprés un théoreme de Hecke,
on a alors n =0 mod 8, donc n = 24, n = 32 ou n = 40, et 'on doit
exclure la dimension 40, car ss n’est pas entier dans ce cas.

Les assertions du théoréme sont donc complétement démontrées dans
le cas des réseaux unimodulaires de norme 4, et nous passons maintenant
au cas ou A n’est pas unimodulaire en examinant successivement les cas
n=8,n=16 et n = 23.

n=28. On trouve s = 120 et sy = 56, d’olt I’on déduit s; = 0 par
(#m ). On a donc A ~ V2N pour un certain réseau entier de norme 2,

dot A ~ 2Fs.
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n=16.
LEMME 2.1.  Soit A un réseau entier, soit T un systéme de représen-
tants des classes de A* modulo A, et soit L wun réseau de la forme

L=AU(U (w+A)) oo T' C 3A est une partie de T dont les normes
veT’
des éléments sont entiéres. Alors, le réseau L = (A, T') est demi-entier,

et il est méme entier si T' est réduit a un élément. En outre, quelque soit
T', /2L est un réseau pair.

Démonstration. Les éléments de L~ A sont de la forme v+z, v € T",
x € A, et ’'ona Nw+2z) = Nu)+2v.z + N(x) € Z. Dong, si
y=v+zxzetz=0v+2 (v,v) €T, z,2/ € A) sont deux éléments
de L, y.z=2%[N(y+2) — N(y) — N(z)] est demi-entier. Si T" est réduit
a un élément v, on doit prendre v/ = v dans le calcul ci-dessus, et ’on
aalors y.2=(v+2z).(v+2')=Nw)+v.x+v .2+ z.2' € Z. Enfin,
N(v2(v + )) est clairement un entier pair. [

Scharlau et Venkov ([S-V]) ont classé les réseaux A de dimension 16
qui sont 2-élémentaires (i.e., on a 2A* C A) et tels que A et v/2A* sont
tous les deux pairs. Ils démontrent en particulier que ceux pour lesquels
A et v/2 A* sont tous deux de minimum 4 sont isométriques au réseau de
Barnes-Wall BW;5 = Aj. Le tableau du lemme 1.2 montre que A satisfait
les hypotheses du lemme 2.1. (Noter que les vecteurs courts des classes de
A*/A N\ A sont de norme 2 ou 3 et que A est bien 2-élémentaire, car si
y=v+x avec N(v) =2 ou N(v) =3 et z € A, 2y n’est pas de de cette
forme, et est donc dans A.)

Si donc A est pair, on a A ~ Ag.

Supposons maintenant A impair, et notons A’ le réseau pair qui lui est
associé. On peut écrire A = (A’,v) pour un vecteur convenable v € A"
de norme impaire. Comme S(A’) = S(A), on peut appliquer le lemme 1.2
a A’ : on doit avoir N(v) = 2 ou N(v) = 3, en fait N(v) = 3, et donc
N(A) = 3, contrairement & ’hypothése.

[ En prenant N(v) = 3, on obtient le réseau appelé Oi6 dans [Ven], déf. 7.3.]

n = 23. Faute de disposer d'un résultat analogue pour la dimen-
sion 23, ’étude de ce dernier cas va nécessiter quelques développements.
Nous supposons d’abord que A est un réseau pair.

Choisissons dans chaque classe non nulle de A* /A un vecteur de norme
minimale. Les lemmes 1.1 et 1.2 montrent que ces vecteurs se répartissent
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en deux ensembles Ty et Tj tels que N(v) =3 si v € Ty et N(v) = L2 si
v € Ty. Posons L= (A T).

LEMME 2.2. On a 2L C A, 2A* C L et 4A* C A. En outre,
L=1iANA".

Démonstration. Siy=v+xz (v e Ty, x € A) est dans L, 2y n’est
pas de la forme w+ 2’ avec w € Ty UTs et ' € L. C’est donc un élément
de A.

Siy=v+x,veTs x €A estdans A* \ L, comme 2v est de norme
impaire, 2y ne peut étre que de la forme w+ax' avec w € Ty et ' € A. On
adonc 2y € L\ A, et en particulier 2A* C L et par conséquent 4A* C A.
La derniere assertion du lemme est immédiate. O]

LEMME 2.3. Soient u € Ty et v € Ty UTy avec v # u si v € Ty.

Alors, ona u.v=1% modZ.

Démonstration. 1l est clair que u + v n’est pas dans A. On peut
donc écrire u +v = w+x avec w € Ty UTy et x € A. Si v € Ty
(resp. v € Ty ), alors u + v est d’ordre 4 (resp. 2) modulo A, et il en est
donc de méme de w. Par conséquent, v et w ont méme norme. L’égalité
N(u+v) = N(w+ z) s’écrit 3+ 2u.v+ N(v) = N(w) + 2w.z + N(z),
ie.uv=-3+w.z+N(). [

LEMME 2.4. On o det(A) = 4.

Démonstration. L’inclusion 4A* C A montre que det(A) est une
puissance de 2, qui n’est pas triviale, car A n’est pas unimodulaire. On
n’a pas non plus det(A) = 2, car alors A* serait entier par le lemme 2.1,
donc unimodulaire & cause des deux inclusions A C A* et A* C A. Ainsi,
det(A) est un multiple de 4, et il nous suffit maintenant de montrer que
A*/A ne contient pas de sous-groupe de 'un des types (2,2,2) ou (4,2).

Dans le premier cas, A* contiendrait un réseau de la forme M =
(A, v1,v9,0v3), les v; étant d’ordre 2 modulo A, donc de norme 3. Leur
somme étant aussi d’odre 2, on a une relation de la forme vy +vs+v3 = v+x
avec v € T1 et © € A. En prenant les normes des deux membres, on
obtient v;.v9 +v1 .03 + V2.3 = =3 4+0v.x + %N(x), égalité impossible
car le membre de droite est entier et celui de gauche ne 1’est pas.

Le second cas est analogue. On représente le sous-groupe de type (4,2)
par un couple (u,v) € Ty x Tp. Alors, 2u + v est d’ordre 2 modulo A,



DESIGNS SPHERIQUES ET RESEAUX ENTIERS 9

d’out une égalité 2u+v = w+ z avec w € T1 et x € A. En prenant les
normes des deux membres, on obtient 3+ 4u.v+15 =3+ 2w .z + N(z),
égalité dont les deux membres sont de parité différente. [

Il est maintenant facile de caractériser A, toujours supposé pair, dans
le cas de la dimension n = 23. Comme A*/A est d’ordre 4, il existe un ré-
seau M vérifiant les inclusions A C M C A*, chacune avec l'indice 2. On
a donc det(M) = 1. Par ailleurs, M est de la forme (A,v) avec v € Ty . I
est donc entier et de minimum 3, donc isométrique & Oo3, et le réseau pair
M’ qui lui est associé est par conséquent isométrique & Asz. Comme A est
pair et inclus dans M, il est inclus dans M’. Comme det(A) = det(M'),
ona A=M,

Si A est était impair, on pourrait appliquer le résultat précédent au ré-
seau pair A’ qui lui est associé. On aurait det(A’) = 4, donc det(A) =1,
et A serait un réseau unimodulaire de norme 4 et de dimension 23, ce qui
est impossible.

Cela acheve la démonstration du théoréme de I'introduction dans le cas
des réseaux de minimum 4.

3. LES RESEAUX DE MINIMUM 5

Dans le cas du minimum 5, les formules (%!’ ) prennent la forme

_ 504n(n +2)(n +4)
= 4n? = 351n + 7907
1250(n — 1)(71 — n)
(x5) = :
4n? — 351n + 7907
Le calcul explicite de s et de s; montre que ces deux quantités sont
entieres si et seulement si n = 43, n = 46 ou n = 71. Le lemme 1.2
entraine donc qu’un tel réseau doit étre unimodulaire. Un théoréme récent
Rains et Sloane ([R-S]) affirme que le minimum des réseaux unimodulaires
de dimension n # 23 est borné par 2|57 | + 2, donc que les réseaux de
dimension 43 et 46 n’existent pas; je remercie Christine Bachoc de m’avoir
signalé cette référence.

La démonstration du fait qu’il n’existe pas de réseau en dimension 71
est due & Venkov, dont nous reproduisons ’argument ci-dessous.

Soit ¢ un vecteur de parité (ou vecteur caractéristique) de A, c’est-a-
dire un vecteur ¢ tel que 'on ait z.x = ¢.x mod 2 pour tout = € A,
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que ’on suppose en outre étre de longueur minimale parmi les vecteurs de
parité de A. Pour tout z € S(A), c¢.x est impair (puisque .z = 5), c+2x
et ¢ — 2z sont encore des vecteurs de parité, et 'on a (c+2z).(c+2z) =
c.ctdc.x+4.5>c.c,donc |c.z| < % =5,ie c.xz € {£1,£3,+5}.

Notons n; (i =1,3,5) le nombre de vecteurs x d’un demi-systeme de
vecteurs minimaux de A tels que ¢.x = %i. En appliquant avec a = ¢ la
propriété (x), on obtient le systéme

ny + ns +ng = 22.3.71.73
ny + 3%n3 4+ 5%ns = 22.3.5.73¢c. c
ny + 3%ny + 5%ny = 22.32.5% (¢. ¢)?
ny1 + 3%ny 4+ 5%n5 = 22.3.5% (c.¢)®.

En écrivant que son déterminant bordé par la colonne des seconds membres
est nul, on voit que c.c doit étre racine du polynéme

5X% —3257.X24+7.37.73X — 32.5.71.73

dont on vérifie qu’il ne possede aucune racine rationnelle. Ceci acheve la
démonstration du théoreme énoncé dans 'introduction.

REMARQUE 3.1. Le méme raisonnement s’applique aux dimensions 43
(avec s = 218268) et 46 (avec s = 247296), ce qui évite de recourir au
difficile théoréme de Rains et Sloane.

4. SUR L’EXISTENCE DE DESIGNS SUPERIEURS

Comme on ’a signalé dans [Ven], §16, la série © d’un réseau unimodu-
laire extrémal de dimension donnée n multiple de 8 (lorsqu’un tel réseau
existe) ne dépend que de lentier n. En fait, toute référence aux réseaux
est inutile: cette fonction est I'unique forme modulaire de poids w = 3
pour le groupe modulaire PSL 2(Z) tout entier dont le développement soit

de la forme -
Onlg) =1+ Y a(k)¢*
k=ko

avec ko > 2| 55| +2; onaalors ko = 2| 35| +2 et le coefficient a, est non
nul. Nous posons ay, = 2s(n) ; c’est le kissing number commun 3 tous les
éventuels réseaux extrémaux de dimension n, dont la norme est m = kqg.
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Posons comme dans [Ven] n = 24k + ¢ avec e =0, 8 ou 16, et £ =5,
£ =3o0u =1 selon que I'on a ¢ =0, ¢ =8 ou € = 16. Le théoreme
16.4 de [Ven] entraine que les coefficients autres que le premier de la forme
modulaire ©,, vérifient certaines propriétés de divisibilité, en particulier
que le nombre

1.3...(20+ 1)
n+2)...(n—2+2¢)

2/

oln) = m* s(n)

est entier. La question se pose de savoir si 'ensemble S(n) des vecteurs
minimaux des réseaux extrémaux peut étre un design sphérique de niveau
supérieur & 20 + 1.

PROPOSITION 4.1. Pour 8 < n < 80 (et n multiple de 8), S nlest
pas un 20 + 2-design sphérique.

Démonstration. Le cas de la dimension 16 (pour lequel 2s = 480) est
immédiat : les systémes de racines de rang r > 8 ne sont pas des 4-designs;
le cas de la dimension 8 est traité dans [Ven], §5.

Pour toutes les autres dimensions, on conclut en exhibant un nombre
premier p > 2¢ + 3 qui divise n + 2¢ mais ne divise pas s(n). Voici les
valeurs de s(n) et de p qui permettent de conclure (nous avons calculé
s(n) en écrivant ©,, comme combinaison linéaire de séries d’Eisenstein

EfE§ avec 3x 42y = %):

n=24 s=98280 (=5 p=17|34
n=32 s=1"73440 (=3 p=19|38
n =40 s=19800 (=1 p= 7|42
n =48 s=2620800 (=5 p=29|58
n=>56 s="7795200 (=3 p=31]|62
n=64 s=1305100 (=1 p=11|66

n=72 $=31090878000 (=5 p=41]|82
n =380 s=625086600 (=3 p=43|8 O

On voit donc en particulier que les réseaux extrémaux de dimen-
sion n = 40 ne sont pas fortement parfaits, un résultat démontré
antérieurement par Bachoc & l'aide de formes modulaires de Siegel de
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genre 2. Cela n’empéche pas que certains d’entre eux soient parfaits au
sens usuel de Voronoi. En dimension 16, il y a deux réseaux, & savoir Dy
et Eg L FEg. Le premier est parfait, le second ne ’est pas. Des exemples de
réseaux extrémaux parfaits de dimension 40 ont été trouvés par Bachoc
et Batut ([Bc-Bt]).

La dimension suivante est n = 88, & partir de laquelle (comme dans
le cas n = 72) aucun réseau extrémal n’est connu. Le procédé utilisé
pour démontrer la proposition précédente montre que S n’est pas un
8-design. Rien n’empéche a priori qu’il soit un 5-design et peut-étre méme
un 7-design. Toutefois, nous conjecturons que le théoreme de Venkov est
optimal.

Gréce & un programme de Henri Cohen (reposant sur une méthode de
Siegel), j’ai pu constater que le procédé ci-dessus s’applique & de nombreux
autres exemples au-dela de la dimension 88, et en particulier aux trois
dimensions 96, 104, 112 pour lesquelles les réseaux extrémaux doivent
étre de norme 10.

Il n’y a pas de raison de se limiter aux réseaux unimodulaires. Un
exemple intéressant est celui des réseaux 2-modulaires de dimension 32 et
de norme 6, pour lesquels s = 130510 = 29.3.5.17 n’est pas divisible par le
facteur premier 19 de n + 6 = 38. Dans ce cas, S est un 7-design d’apres
un théoreme de Bachoc et Venkov ([Be-V]), mais n’est pas un 8-design.

11 résulte de ’article [Ven] de Boris Venkov que le niveau d’un design
sphérique formé par les vecteurs minimaux d’un réseau peut prendre I'une
des valeurs 1, 3, 5, 7, 11. Les résultats de notre article, joints & ceux
de [Ven] et de Bachoc—Venkov ([Be-V]) soulévent les questions suivantes
relatives aux designs de cette forme:

QUESTIONS.
(1) Le niveau 9 est-il possible?
(2) Un niveau £ > 13 est-il possible ?

(3) Existe-t-il des exemples de 11-designs en-dehors des réseaux unimo-
dulaires pairs extrémaux de dimension multiple de 24 7



[Be-Bt]
[Be-V]

[C-S]

[K-V]
[R-S]
[S-V]

[Ven]
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