
R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUESpar Boris Venkov(notes de Jacques Martinet)R�esum�e. La th�eorie classique de Korkine et Zolotare�, approfondie aud�ebut du 20-i�eme si�ecle par Vorono��, a trouv�e un relais dans la notion de designsph�erique : le fait que l'ensemble des vecteurs minimaux d'un r�eseau euclidien soitun 2- ou un 4-design sph�erique est une forme restrictive de la propri�et�e d'eutaxieou d'extr�emalit�e. Apr�es quelques rappels sur la notion de t -design sph�erique, on�etudie sa traduction en termes de r�eseaux, puis on r�esoud certains probl�emesde classi�cation (r�eseaux de petite dimension ou de petit \kissing number", r�e-seaux entiers de petit minimum). On �etudie pour terminer les applications de lath�eorie des formes modulaires �a coe�cients harmoniques (sph�eriques) ainsi quecertaines constructions par sections.Abstract. English title : Lattices and Spherical Designs.New methods in the study of the classical theory of Korkine and Zolotare�,re�ned by Vorono�� at the beginnning of the twentieth century, have arised inconnection with the notion of a spherical design : that the set of minimal vectorsof a lattice be a spherical 2- or 4-design is a restrictive form of the propertiesof eutaxy or extremality. After having recalled some basic facts about sphericalt -designs, we study the translation of this theory in terms of lattices, then wesolve some classi�cation questions (small dimensional lattices, lattices with asmall kissing number, integral lattices with a small minimum). We �nish withsome applications to this theory of the theory of modular forms with harmonic(spherical) coe�cients as well as some constructions of designs by means ofsections of lattices.Laboratoire A2X, UPRES A 5465 C.N.R.S. | Universit�e Bordeaux 1Mots-cl�es : R�eseaux, designs sph�eriques, perfection, formes modulaires.L'auteur remercie le C.N.R.S. et l'Universit�e Bordeaux 1 qui, en lui o�rant lapossibilit�e d'e�ectuer deux s�ejours de six mois �a Bordeaux, ont permis la r�ealisation decet article, ainsi que le Fonds National Suisse de la Recherche Scienti�que, qui a �nanc�eplusieurs s�ejours �a l'Universit�e de Gen�eve. L'auteur remercie �egalement les universit�esd'Aix-la-Chapelle et de Dortmund qui ont organis�e plusieurs s�ejours de l'auteur, luidonnant l'occasion d'y exposer diverses parties de ce cours.



2 BORIS VENKOVIntroduction.L'origine de cet article est un cours profess�e �a Bordeaux par son auteurpendant le premier semestre de l'ann�ee 1997-1998. Le but du cours �etaitl'�etude des connexions qui existent entre la th�eorie des designs sph�eriquesd'une part, et la th�eorie des r�eseaux euclidiens d'autre part. Au d�epart, ily a la remarque suivante : si les vecteurs minimaux d'un r�eseau forment un4-design sph�erique, alors le r�eseau est parfait (et même extrême) au sensde la th�eorie de Korkine-Zolotare� et Vorono��, cf. x6. Ces r�eseaux sontdonc a priori int�eressants du point de vue de la g�eom�etrie des nombres.Les m�ethodes d�evelopp�ees dans cet article permettent de prouverl'extr�emalit�e des r�eseaux de certaines familles qui n'ont pas encore �et�eclass�ees, par exemple la famille des r�eseaux unimodulaires pairs de mini-mum 4 et de dimension 32. Dans ce cas pr�ecis, le r�esultat est obtenuen exploitant des propri�et�es modulaires des fonctions Thêta �a coe�cientsharmoniques de ces r�eseaux, une m�ethode qui apparâ�t pour la premi�erefois dans [V2].Rappelons la d�e�nition d'un design sph�erique. Dans l'espace Rn munide son produit scalaire canonique ( ; ), consid�erons une partie �nie Xde Sn�1 (sph�ere unit�e de Rn ). En analyse num�erique, on s'int�eresse�a l'estimation de l'int�egrale d'une fonction f : Sn�1 ! R . On al'approximation(�) ZSn�1 f dx � 1jX j Xx2X f(x) :D�efinition. Soit t un entier positif. On dit que X est un t-design(sph�erique) s'il y a �egalit�e dans (�) pour tout polynôme f de degr�e auplus t .Exemple. Soit �24 le r�eseau de Leech (renorm�e �a la norme 1), etsoit X l'ensemble de ses vecteurs minimaux. (On a jX j = 196560.) Alors,X est un 11-design.D�efinition. Un r�eseau dont les vecteurs minimaux portent unestructure de 4-design est dit fortement parfait.



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 3Il y a une tr�es importante litt�erature sur les designs sph�eriques,provenant de sources var�ees, notamment de la combinatoire (�ecoles deSeidel et de Bannai) et de l'analyse num�erique (�ecole de Sobolev).La classi�cation des t-designs sph�eriques devient vite impossible,lorsque l'invariant t ou la cardinalit�e est �elev�e. Or, les designs port�es parles vecteurs minimaux d'un r�eseau jouissent de propri�et�es particuli�eres quiouvrent la voie �a des r�esultats de classi�cation.Exemple. En dimension 10, il existe (�a similitude pr�es) exactementdeux r�eseaux fortement parfaits (i.e., dont les vecteurs minimaux formentun 4-design).Dans cet article, on d�emontrera plusieurs r�esultats de classi�cation der�eseaux fortement parfaits. Par exemple, la classi�cation des r�eseaux for-tement parfaits est connue jusqu'�a la dimension 11 ; ces r�eseaux sont aunombre de 10. Outre quelques r�eseaux de racines et leurs duals, on trouveseulement les deux r�eseaux de dimension 10 de l'exemple pr�ec�edent. Demême, nous avons class�e les r�eseaux fortement parfaits qui sont entiers etde minimum 3 ; il y en a cinq, de dimensions 1, 7, 16, 22, 23.L'article est organis�e de la fa�con suivante. On discute les g�en�eralit�essur le laplacien et les polynômes harmoniques dans les deux premiers xx ,puis sur les designs sph�eriques au x3, notion illustr�ee au x4 sur l'exempledes designs de dimension 2. On consid�ere ensuite les syst�emes de racinesdu point de vue des designs sph�eriques. La notion de r�eseau fortementparfait est introduite au x6, o�u l'on d�emontre qu'il s'agit de con�gurationsextrêmes au sens de Korkine et Zolotare�. Les r�eseaux fortement parfaitsde minimum 3 sont class�es au x7, ceux de dimensions 8, 9 et 11 le sontaux xx11 et 12. Nous donnons au x8 une caract�erisation num�erique desdesigns sph�eriques qui semble être nouvelle, et qui caract�erise les t-designscomme minima absolus pour la norme `t de leur matrices de Gram. (Uneapplication �a l'analyse fonctionnelle �gure au x15.) La connexion de cetteth�eorie avec le probl�eme de Waring pour les polynômes est discut�ee au x14.Les xx16 et 17 sont consacr�es �a l'�etude des r�eseaux extr�emaux au sens desformes modulaires et de certains r�eseaux qui leur sont proches. Un x18est consacr�e �a la c�el�ebre famille des r�eseaux de Barnes-Wall, seule famillein�nie connue de r�eseaux fortement parfaits. En�n, nous terminons par unx19, de nature num�erique.
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R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 51. Fonctions polynomiales et laplacien.L'espace Rn est muni de son produit scalaire canonique ( ; ), et l'onnote (e1; : : : ; en) sa base (orthonormale) canonique. On identi�e �a l'aide decette base l'anneau R[X1 ; : : : ; Xn] des polynômes r�eels �a n ind�etermin�ees�a l'ensemble F des fonctions polynomiales sur Rn . On note Fn;m , ouparfois simplement Fm , la partie homog�ene de degr�e m de F .�Etant donn�e un multi-indice i = (i1; : : : ; in) 2 Zn+, on posejij = nXk=1 ik ; X i = X i11 : : :X inn et Tm = fi j jij = mg ;le coe�cient multinomial correspondant estc(i) = jij!i1! : : : in! :Noter que l'on a dimFn;m = jTmj = �n+m�1n�1 � .Pour d�e�nir un produit scalaire sur l'espace Fn;m , nous introduisonsle coe�cient c(i) dans la repr�esentation des �el�ements f de F : pourf(x) =Pni=1 c(i)a(i)xi et g(x) =Pni=1 c(i)b(i)xi , on pose[f; g] = Xjij=m c(i)a(i)b(i);c'est bien un produit scalaire euclidien.Voici encore deux notations : on pose !(x) = (x; x) et, pour tout� 2 Rn , �(m)� (x) = (x; �)m . Nous consid�ererons le plus souvent despolynômes homog�enes de degr�e m pair. Alors, les deux fonctions !m=2et �(m)� sont des polynômes homog�enes de degr�e m .Proposition 1.1. Pour tout f 2 Fm et tout � 2 Rn , on a [f; �(m)� ] =f(�) . [On dit parfois que �(m)� est un \noyau reproduisant".]D�emonstration. On �ecrit � sous forme canonique :�(m)� = (�1x1 + � � �+ �nxn)m = Xi1+���+in=m m!i1! : : : im!�i11 xi11 : : : �inn xinn= Xjij=m c(i)�ixi ;ce qui entrâ�ne tout de suite l'�egalit�e[f; �(m)� ] = Xjij=m c(i)�i a(i) = f(�) :



6 BORIS VENKOV�A f 2 Fm , on associe un op�erateur di��erentiel, obtenu en rempla�cantle vecteur (x1; : : : ; xn) par le vecteur formel r = ( @@x1 ; : : : ; @@xn ), not�ef(r). (r se lit nabla.) Avec cette notation, on a :Proposition 1.2. m! [f; g] = f(r)g .D�emonstration. On a en e�et rjxi = 0 si j 6= i et rixi = i1! : : : in! ,comme on le voit sur l'expression rj = @j1@xj11 � � � @jn@xjnn .On rappelle que l'on a pos�e !(x) = (x; x). Il en r�esulte que!(r) = @2@x21 + � � �+ @2@x2nest l'op�erateur � de Laplace. Il est invariant par le groupe orthogonalde Rn , et applique Fn;m dans Fn;m�2 . Son noyau est l'ensemble despolynômes harmoniques :ker� = Harmn;m (= Harmm) :Proposition 1.3. L'op�erateur � est surjectif.D�emonstration. Soit g 2 (Im�)? � Fn;m�2 . Alors, !g est un �el�ementde Fn;m et, pour tout f 2 Fn;m , on a les �egalit�esm! [!g; f ] = (!g)(r) f = !(r)g(r) f= �g(r) f = g(r)�f = (m� 2)! [g;�f ] = 0 :Il en r�esulte que !g , donc g lui-même, est nul.Remarque 1.4. Cette d�emonstration par orthogonalit�e ne permetpas de construire explicitement un rel�evement dans Fn;m d'un �el�ementdonn�e de Fn;m�2 . Une telle construction peut être obtenue en utilisant lespolynômes orthogonaux de Gegenbauer, cf. [Vi].Terminons ce x par quelques exemples de calculs de laplaciens, dont lesd�etails sont laiss�es au lecteur; � d�esigne un �el�ement de Rn ; la notation�y signi�e que l'on d�erive par rapport �a la variable y .



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 7Exemple 1.5.�x(�; x)m = m(m� 1)(�; �)(�; x)m�2 :�(x; x)` = 2`(2`+ n� 2)(x; x)`�1 :�� [(�; �)`(x; �)k ] =2`(2`+ 2k + n� 2)(�; �)`�1(x; �)k + k(k � 1)(x; x)(�; �)`(�; x)k�2 :Voici deux exemples en degr�es 2 et 4. Pour � 2 Rn , posonsP (2)� (x) = (x; �)2 � 1n(�; �)(x; x)et P (4)� (x) = (x; �)4 � 6n+ 4(x; �)2(x; x)(�; �) + 3 (x; x)2(�; �)2(n+ 4)(n+ 2) :Alors, P (2)� et P (4)� sont des polynômes harmoniques de degr�es respectifs2 et 4. 2. Polynômes harmoniques.On a vu que le Laplacien est une application lin�eaire de Fn;m surFn;m�2 , et que l'application f 7! !f est une application lin�eaire en sensinverse.Th�eor�eme 2.1.(1) On a une d�ecomposition en somme directe orthogonaleFn;m = Harmm ? !Harmm�2 ? !2Harmm�4 ? : : : :(2) Chacun des sous-espaces ci-dessus est stable par SO(n) .(3) Ces sous-espaces sont irr�eductibles. [Cela signi�e qu'ils ne contiennentpas de sous-espaces non triviaux stables par SO(n) .](4) Un polynôme harmonique divisible par ! = (x; x) est nul.(5) Un polynôme invariant de degr�e m est nul si m est impair, et estproportionnel �a !m=2 si m est pair.D�emonstration. Nous renvoyons �a la �n du x la d�emonstration de latroisi�eme assertion.



8 BORIS VENKOVLe fait qu'il s'agisse dans (1) d'une somme orthogonale provient del'�egalit�e [!g; f ] = 0 rencontr�ee au cours de la d�emonstration de laproposition 1.3. Cette proposition entrâ�ne aussi l'�egalit�e dimHarmm =dimFm�dimFm�2 . On en d�eduit par r�ecurrence �a partir des cas �evidentsm � 1 l'�egalit�e des dimensions des deux membres. Les assertions (2), (4)et (5) sont faciles.D�efinition 2.2. On dit qu'un espace m�etrique (E ; d) est 2-homog�enesi, quels que soient les couples (x1; y1) et (x2; y2) de points de E tels qued(x1; y1) = d(x2; y2), il existe une isom�etrie � de E avec x2 = �(x1) ety2 = �(y1).Exemple 2.3. La sph�ere Sn�1 � Rn est 2-homog�ene pour toutn � 2.Autres exemples : Pn(R) , Pn(C ) , Pn(H ) , P 2(O) (le plan projectif de Cayley);il y a aussi de nombreux ensembles �nis int�eressants, par exemples des graphes.Voici encore un exemple : on consid�ere un espace vectoriel V de dimension�nie sur un corps �ni K et la grassmannienne Grm(V ) des sous-espaces deV de dimension m sur K ; on prend comme distance de deux sous-espacesd(W1;W2) = m� dimW1 \W2 .Revenons au cas de E = Sn�1 , muni du groupe d'isom�etries SO(n).Soit M =M(Sn�1;R) l'espace des fonctions r�eelles sur Sn�1 . Consid�eronsun sous-espace V de M de dimension �nie, non r�eduit �a f0g , et invariantpar SO(n).[Le groupe SO(n) op�ere sur M par (�:f)(x) = f(��1x) ; on suppose que l'on a�:f 2 V quels que soient f 2 V et � 2 SO(n) .]Il existe sur V un produit scalaire ( ; ) invariant par SO(n), comme onle voit en prenant la moyenne des transform�es par le groupe compact SO(n)d'un produit scalaire arbitraire. Alors, 8� 2 SO(n); 8 f; g 2 V; (�f; �g) =(f; g).Soit N = dimV et soit (f1; : : : ; fN) une base orthonormale de V .Pour x1; x2 2 Sn�1 , posons�(x1; x2) = NXi=1 fi(x1)fi(x2) :



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 9Proposition 2.4.(1) � ne d�epend pas du choix de la base orthonormale (f1; : : : ; fN) .(2) �(x1; x2) ne d�epend que de la distance de x1 �a x2 .D�emonstration. (1) Soit (g1; : : : ; gN) une autre base orthonormale.Exprimons les gi sur la base (f1; : : : ; fN ) : 8 i; gi =Pj �j;ifj . Le fait quela seconde base soit orthonormale se traduit par les relations Pi �j;i�k;i =�j;k . On a alorsXi gi(x1)gi(x2) =Xi;j;k�j;i�k;ifj(x1)fk(x2)=Xj;k �Xi �j;i�k;i�fj(x1)fk(x2)=Xj fj(x1)fk(x2) :(2) Soient x1; x2; y1; y2 2 Sn�1 avec d(x1; x2) = d(y1; y2). Il existe� 2 SO(n) avec y1 = �x1 et y2 = �x2 . On a alors�(y1; y2) = �(�x1; �x2) =Xi fi(�x1)fi(�x2) :Mais, en notant gi la transform�ee de fi par ��1 , on a fi(�x) = gi(x) quelque soit x 2 Sn�1 , et donc �(y1; y2) = �(x1; x2) par (1).Fixons maintenant un point e 2 Sn�1 . Appelons fonction zônalesph�erique une fonction f(x) d�e�nie sur Sn�1 qui ne d�epend que de ladistance de x �a e . Par exemple, la fonction x 7! �(e; x) est une fonctionzônale sph�erique.Montrons que V contient une fonction zônale sph�erique non nulle. Ene�et, on aurait sinon �(e; e) =Pi f2i (e) = 0, ce qui entrâ�nerait que toutesles fonctions fi , et par cons�equent toutes les fonctions de V , s'annulenten e ; vu que V est invariant et que l'op�eration de SOn sur Sn�1 esttransitive , cela entrâ�nerait que les fonctions de V s'annulent en toutpoint de Sn�1 , ce qui est absurde.Lemme 2.5. Si l'espace des fonctions zônales sph�eriques de V est dedimension 1 , V est irr�eductible pour l'action de SO(n) .D�emonstration. Sinon, soit W 0 un sous-espace stable non trivial deV , et soit W 00 son orthogonal. C'est un sous-espace stable de V , qui est



10 BORIS VENKOVun suppl�ementaire de W . La construction d'une fonction �(e; x) 6= 0 peutêtre faite dans W 0 et dans W 00 . Dans les deux cas, ce sont des fonctionszônales sph�eriques de V . L'hypoth�ese faite sur la dimension montre qu'ellessont proportionnelles, ce qui contredit W 0 \W 00 = f0g .Fin de la d�emonstration du th�eor�eme 2.1. On va appliquer ce lemme�a l'espace Harmm , en choisissant e 2 Sn�1 , et en montrant qu'il existeune unique fonction f 2 Harmm , dont la restriction �a Sn�1 est zônalesph�erique, et qui est telle que f(e) = 1. Sur Sn�1 , elle ne d�ependra quede la distance de x �a e , donc que de la valeur du produit scalaire (x; e),et pourra donc se mettre sous la forme f(x) = F ((x; e); (x; x)), o�u F estun polynôme �a deux ind�etermin�ees.Soit f = Pai;j(x; e)i(x; x)j . Il existe deux constantes c1; c2 pourlesquelles on a� (x; x)j(x; e)i = c1(x; x)j�1(x; e)i + c2(x; x)j(x; e)i�2 :Ainsi, � devient un op�erateur di��erentiel d'ordre 2 sur l'espace despolynômes �a deux ind�etermin�ees.On doit montrer que l'espace des fonctions f comme ci-dessus est dedimension 1. Comme un polynôme harmonique non nul ne peut pas êtredivisible par (x; x) (th�eor�eme 2.1, (4)), s'il existait deux fonctions f et g ,on pourrait �ecrire f = (x; e)m + �1(x; x)(x; e)m�1 + : : :et g = (x; e)m + �1(x; x)(x; e)m�1 + : : : ;et g�f serait un polynôme harmonique divisible par (x; x), donc nul. Celaprouve que l'espace ci-dessus est de dimension au plus 1. En fait, cettedimension est �egale �a 1, car il existe un unique polynôme harmonique determe dominant (x; e)m , �a savoir le polynôme de Gegenbauer Gm , voir[Vi] pour la d�e�nition. [Par exemple, on a G2(x) = (x; e)2� 1n (x; x) (e; e).]Cela ach�eve la d�emonstration du th�eor�eme 2.1.3. G�en�eralit�es sur les designs sph�eriques.Rappelons la d�e�nition suivante de l'introduction :



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 11D�efinition 3.1. Soit X � Sn�1 un ensemble �ni. On dit que X estun t-design sph�erique si on a l'�egalit�e(�) ZSn�1 f(x) dx = 1jX j Xx2X f(x)quel que soit le polynôme homog�ene f de degr�e � t .[Comme toujours, on normalise la mesure par RSn�1 dx = 1 .]Dans l'�enonc�e suivant, �etant donn�e un entier t > 0, on note p (resp.i) le plus grand entier pair (resp. impair) qui est � t (le plus grand desdeux est donc �egal �a t .)Th�eor�eme 3.2. On suppose n � 2 . Alors, les conditions suivantessont �equivalentes :(1) X est un t-design sph�erique.(2) Quels que soient le polynôme f homog�ene de degr�e � t et � 2 SO(n) ,on a Xx2X f(x) = Xx2X(�f)(x) :(3) Pour tout polynôme harmonique homog�ene non constant de degr�e� t , on a Px2X f(x) = 0 .(4) Il existe une constante c = cp telle que, quel que soit � 2 Rn , on ales deux �egalit�esXx2X(x; �)p = c(�; �)p=2 et Xx2X(x; �)i = 0 :D�emonstration. (1) ) (2). Cela r�esulte de l'invariance de la mesurepar SO(n).(2) ) (3). Consid�erons pour m � t l'application f 7!Px2X f(x) deHarmm dans R . Son noyau est un sous-espace invariant par SO(n), nontrivial, car dimHarmm > 1. C'est donc l'espace Harmm tout entier.(3) ) (4). On peut compl�eter (x; �)p par des termes degr�e inf�erieurde fa�con �a obtenir un polynôme harmoniqueh = (x; �)p + �(�; �)(x; �)p�2(�; �) + : : : :Par di��erence, on se ram�ene �a un polynôme sans terme en (x; �)p , et, enr�ep�etant le proc�ed�e, on arrive �a un polynôme de degr�e 0 ou 1, pour lequelle r�esultat cherch�e est �evident.



12 BORIS VENKOV(4) ) (1). On remarque d'abord que si l'assertion (4) est v�eri��ee, lavaleur de c est celle �ecrite en 3.6 ci-dessous. Cela se voit par r�ecurrence enutilisant les calculs de laplacien qui se trouvent dans la eexemple 1.5. Enoutre, toujours par it�eration du laplacien, on aura les formulesXx2X(x; �)k = c(�; �)k=2 et Xx2X(x; �)` = 0pour tout k � p pair et tout ` � i impair. En�n, les polynômes�(m)� = (x; �)m , quand � parcourt Rn , engendrent l'espace Fn;m despolynômes en x homog�enes de degr�e m : cela peut se voir en remarquantque GLn(R) op�ere irr�eductiblement sur Fn;m et que l'espace engendr�e parles �(m)� est invariant, donc �egal �a Fn;m tout entier; on peut aussi utiliserle produit scalaire [ ; ] introduit au x1, en remarquant que si F est dansl'orthogonal du sous-espace engendr�e par les �(m)� , on a0 = [F; �(m)� ] = F (�)(proposition 1.1), c'est-�a-dire F (�) = 0 quel que soit � 2 Rn .On proc�ede maintenant �a la d�emonstration proprement dite. On veutd�emontrer que l'�egalit�eZSn�1 f(x) dx = 1jX j Xx2X f(x)est satisfaite par tous les polynômes homog�enes f de degr�e au plus t . Cette�egalit�e �etant lin�eaire en f , il su�t de consid�erer les fonctions f = �(m)�pour tout m � t et tout � 2 Rn . Dans ce cas, on connâ�t le secondmembre, et la formule �a d�emontrer devientZSn�1(x; �)m dx = cmjX j (�; �)m=2lorsque m est pair, et ZSn�1(x; �)m dx = 0lorsque m est impair. Or, l'int�egrale, en tant que fonction de � , estun polynôme homog�ene de degr�e m invariant par l'action de SOn . Cepolynôme est donc nul si m est impair, et de la forme c0m (�:�)m=2pour une certaine constante c0m lorsque m est pair (th�eor�eme 2.1, (5)).En appliquant le laplacien aux deux membres de l'�egalit�e, on voit queles constantes c0m v�eri�ent les mêmes relations de r�ecurrence que lesconstantes cm ; on conclut en observant que l'on a c00 = 1jX j c0 = 1.



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 13Remarque 3.3. Le plus souvent, on ne consid�ere que des ensemblesX sym�etriques (i.e., on a �X = X ). Alors, la condition Px2X (x; �)i = 0est automatiquement v�eri��ee.Remarque 3.4. Pour tout � 2 O(n), �X est encore un t-designsph�erique.Remarque 3.5. Si X1 et X2 sont deux t-designs sph�erique de mêmedimension disjoints, X1 [X2 est aussi un t-design sph�erique.Rappelons pour utilisation ult�erieure que la constante c qui intervientdans l'�enonc�e 3.2, (4) est(3.6) c = cp = 1:3:5 : : : (p� 1)n(n+ 2) : : : (n+ p� 2) jX j :4. Les designs de dimension 2.Dans ce x , nous identi�ons R2 �a C ; on a alors S1 = fz 2 C j jzj = 1g ,et X est un ensemble �ni fz1; : : : ; zNg de nombres complexes de module 1.L'espace Fm est de dimension m+1, de base xm; xm�1y; : : : ; ym . On peutremplacer (x; y) par (z; z) (avec z = x+ iy ). Les polynômes harmoniqueshomog�enes de degr�e m forment un espace de dimension 2, engendr�e par<(zm) et =(zm), qui constituent une base de Harmm . La condition pourX d'être un t-design, qui s'�ecrit Px2X f(x) = 0 pour tout polynômeharmonique de degr�e � t , est simplement zm1 + zm2 + � � � + zmN = 0 pourm = 1; 2; : : : ; t .En particulier, les racines N -i�emes de l'unit�e sont un t-design sph�erique�a N �el�ements pour tout t < N .Proposition 4.1. Les (N � 1)-designs sph�eriques sont les polygonesr�eguliers �a N côt�es.D�emonstration. Consid�erons le polynôme f(X) = (z�z1) : : : (z�zN).Il se d�eveloppe sous la forme zN +PN�1i=1 aiXN�i + c . Les formules deNewton montrent que les relations zm1 + zm2 + � � �+ zmN = 0 sont satisfaitespour 1 � m � N � 1 si et seulement si les coe�cients �i sont nuls pour1 � i � N � 1. Dans ces conditions, les racines de f(X) = XN � c sontles sommets d'un polygone r�egulier. La r�eciproque est �evidente.



14 BORIS VENKOVDe fa�con g�en�erale, on construit des t-design sph�eriques en observantque l'image par une rotation d'un t-design sph�erique est encore un t-designsph�erique, et qu'un t-design sph�erique est un t1 -design sph�erique pourt1 � t .Th�eor�eme 4.2 (Hong). Soit X un t-design sph�erique.(1) Si t+ 1 � jX j � 2t+ 1 , X est un polygone regulier.(2) Si jX j = 2t+ 2 , X est r�eunion de deux polygones r�eguliers.D�emonstration. On �ecrit encore X = fx1; : : : ; zNg et f(X) =QNi=1(X � zi).(1) On sait que les t coe�cients de z1; : : : ; zt sont nuls. Comme lesracines de zNf( 1z ) sont les inverses, et donc les conjugu�ees, de cellesde f , les formules de Newton montrent encore que les coe�cients dezN�1; : : : ; zN�t sont �egalement nuls, donc que f est de la forme XN � c ,jcj = 1.(2) Le même argument montre maintenant seulement que f est de laforme f(X) = X2t+2 � AXt+1 + c . Par rotation, on se ram�ene au cas o�uc = 1, si bien que f est alors de la forme f(X) = (Xt+1 � B)(Xt+1 �B), polynôme dont les racines sont les sommets d'une r�eunion de deuxpolygones r�eguliers.Remarque 4.3. On peut montrer qu'il existe des familles de t-designsX d�ependant (�a isom�etrie pr�es) d'un param�etre continu pour lesquels jX jprend n'importe quelle valeur donn�ee s � 2t+ 3.Les constructions de designs en dimension n � 3 sont plus di�ciles.D'apr�es un th�eor�eme non constructif de Seymour et Zaslavsky ([S-Z]), ilexiste des t-design sph�eriques dans Rn pour toutes les valeurs de n etde t . On ne dispose pas de bonnes estimations de la taille de X . Nousverrons dans la suite que la situation est beaucoup plus simple si X estl'ensemble des vecteurs courts d'un r�eseau euclidien.5. Designs associ�es aux syst�emes de racines.On suppose dor�enavant que X est l'ensemble des vecteurs minimauxd'un r�eseau � d'un espace euclidien E dont nous notons n la dimension et(x; y) le produit scalaire. Pour all�eger certaines notations, on ne suppose



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 15plus que la sph�ere qui contient X soit de rayon 1. Comme X = �X , laseconde condition de 3.2, (4) est automatiquement v�eri��ee, et l'existenced'une constante c pour laquelle on a l'identit�e(5.1) Xx2X(x; �)2k = c(�; �)kpour tout � 2 E su�t �a assurer que X est un (2k+1)-design sph�erique.(Il y a identit�e entre 2k - et (2k + 1)-designs.)On rappelle que si X est un t-design sph�erique, c'est aussi un t0 -designsph�erique pour tout t0 � t , si bien qu'il existe une identit�e de la formePx2X(x; �)2` = c`(�; �)` pour tout ` < k .On s'int�eresse maintenant aux 5-designs. On a alors deux identit�esXx2X(x; �)2 = c(�; �) et Xx2X(x; �)4 = d(�; �)2 ;dont la premi�ere est cons�equence de la seconde. En calculant �� �a partirdes formules 1.5, on d�etermine tout de suite c et d ; on obtientc = (x; x)jX jn et d = 3(x; x)2jX jn(n+ 2) :En r�esum�e, on a les deux identit�esXx2X(x; �)2 = (x; x)jX jn (�; �)(5.2 a) Xx2X(x; �)4 = 3(x; x)2jX jn(n+ 2) (�; �)2 :(5.2 b)On va maintenant consid�erer le cas des syst�emes de racines, dont nousrappelons ci-dessous la d�e�nition et quelques propri�et�es. Pour x 2 E nonnul, soit �x la r�eexion orthogonale d'hyperplan orthogonal �a x .D�efinition 5.3. Un syst�eme de racines est une partie R d'un espaceeuclidien E , telle que :(1) R est �nie, engendre E et ne contient pas 0.(2) Pour tout r 2 R , R est stable par �r .(3) Quels que soient x; y 2 R , 2 (x; y)(x; x) 2 Z .La dimension n de E s'appelle le rang de R .



16 BORIS VENKOVOn ne consid�ere dans la suite que des syst�emes �a une seule norme (\simplylaced systems"), que l'on normalise �a la norme 2 .Les syst�emes de racines sont �evidemment stables par x 7! �x ; le nom-bre de racines est donc pair, soit jRj = 2s . Le groupe d'automorphismesd'un syst�eme R est Aut(R) = f� 2 O(E) j 8 r 2 R; �(r) 2 Rg , et legroupe de Weyl de R est le sous-groupe W (R) du pr�ec�edent engendr�e parles �r , r 2 R ; ce sont des groupes �nis.Les syst�emes irr�eductibles (ceux qui ne sont pas r�eunion de deuxsyst�emes d'une somme directe orthogonale de sous-espaces de E ) ser�epartissent alors en deux s�eries in�nies et trois syst�emes exceptionnels, �asavoir AAAn (n � 1) ; DDDn (� 4) ; EEEn (n = 6; 7; 8) ;syst�emes que nous d�ecrivons ci-dessous.Pour d�e�nir la premi�ere s�erie, on prend pour E l'hyperplan d'�equationPni=0 xi = 0 de Rn+1 . Notant ("0; "1; : : : ; "n) la base canonique de Rn+1 ,on pose AAAn = f�("i � "j); 0 � i < jg .Dans les autres cas, on prend E = Rn , muni de sa base canonique("1; : : : ; "n). On poseDDDn = f�("i � "j); 1 � i < j � ng ,puis EEE8 =DDD8 [ f�"1�����"82 gen se limitant ci-dessus aux sommes ayant un nombre pair de signes � ,et l'on d�e�nit en�n EEE7 et EEE6 comme sections de EEE8 parEEE7 = EEE8 \ ("7 � "8)? et EEE6 = EEE7 \ ("6 � "7)? .Dans tous les cas, on constate que R est un ensemble de vecteursde norme 2, dont les produits scalaires mutuels sont �a valeurs dansf�2;�1; 0g . Il en r�esulte que le sous-groupe de E engendr�e par un syst�emede racines R du type ci-dessus est un r�eseau (pair) dont R est l'ensembledes vecteurs minimaux (on dit que c'est un r�eseau de racines), et que ndivise 2s , ce qui justi�e la d�e�nition suivante :D�efinition 5.4. Le nombre de Coxeter de R , suppos�e irr�eductible,est l'entier h = 2sn .[Plus intrins�equement, on pourrait d�e�nir h comme l'ordre d'une classe deconjugaison de W (R) , cf. [Bou], ch.V, x6, n� 1.]



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 17On v�eri�e sur la classi�cation que W (R) op�ere transitivement sur R . Ilen r�esulte que, �etant donnn�ee une racine r , les nombres n0 et n1 de racinesr0 avec respectivement (r; r0) = 0 et (r; r0) = 1 sont ind�ependants de r .On a �evidemment la relation n0 + 2n1 = 2s� 2, mais on peut aussi faireintervenir le nombre de Coxeter, comme le montre la proposition suivantebien connue (cf. Bourbaki ([Bou]), Lie VI, x1.11, prop. 3.2), que l'on peut�egalement v�eri�er cas par cas :Proposition 5.5. Soit R un syst�eme de racines (�a une seule norme)irr�eductible. Alors :(1) n1 = 2h� 4 .(2) Pour tout x 2 E , Pr2R (x; r)2(r; r) = h (x; x) .Tableau 5.6. Invariants des syst�emes de racinesnom rang jRj = 2s n0 n1 h jW jAAAn n � 1 n(n + 1) (n� 1)(n � 2) 2(n� 1) n+ 1 (n + 1)!DDDn n � 4 2n(n � 1) 2(n2 � 5n+ 7) 4(n� 2) 2(n � 1) 2n�1:n!EEE6 6 72 30 20 12 27:34:5EEE7 7 126 60 32 18 210:34:5:7EEE8 8 240 126 56 30 214:35:52:7La proposition 5.5, (2) montre (en utilisant 5.2 a) que les syst�emes deracines \sph�eriques" irr�eductibles sont des 3-designs. L'�enonc�e suivantpr�ecise ceux qui sont des 5-designs (ou des 4-designs, cela revient aumême) :Th�eor�eme 5.7. Les syst�emes de racines qui sont des 5-designs sontirr�eductibles, et semblables �a AAA1 , AAA2 , DDD4 , EEE6 , EEE7 , EEE8 . En outre, EEE8est un 7-design.D�emonstration. Soit R un syst�eme de racines qui est un 5-design.Le point crucial est la d�emonstration de l'irr�eductibilit�e. Il s'agit l�a d'unr�esultat qui s'applique �a tous les r�eseaux parfaits (voir x6), et qui se



18 BORIS VENKOVd�emontre en utilisant l'identit�e 6.5, que nous admettons provisoirement :(�) Xx2X(x; �1)2(x; �2)2 = (x; x)2jX jn(n+ 2) [2(�1; �2)2 + (�1; �1)(�2; �2)] :Si R = R1 ? R2 , on applique (�) en prenant �1 2 R1 et �2 2 R2 . Lemembre de gauche est alors nul, alors que celui de droite ne l'est pas, �etant�egal �a 24jRjn(n+2) .Le syst�eme R est donc irr�eductible. Si l'on prend pour � dans 5.2 aune racine r0 , on voit en utilisant 5.5 (1) que le nombre de Coxeter h de Rest tel que jX j = nh . Toujours en utilisant 5.5, (1), on voit que le premiermembre de 5.2 b vaut 2(24 + n1) = 4(h+ 6). En rempla�cant jX j par nhdans le second membre, on obtient la relation(5.8) (10� n)h = 6(n+ 2) ;qui entrâ�ne la majoration n � 9, et montre l'impossibilit�e des valeursn = 3 et n = 5 (parce que 10 � n ne divise alors pas 6(n + 2)),ainsi que celle de n = 9, qui entrâ�nerait h = 66, alors que l'on ah(AAA9) < h(DDD9) = 16. Ainsi, n doit prendre l'une des valeurs de l'�enonc�e,et la valeur de h fournie par 5.8 impose que le syst�eme soit celui qui estd�ecrit dans l'�enonc�e.Il faut maintenant v�eri�er l'identit�e 5.2 b dans chacun des 6 cas del'�enonc�e.C'est �evident dans le cas de AAA1 , et c'est une cons�equence de laproposition 4.2 dans le cas de AAA2 .Dans le cas de DDD4 , cela r�esulte de l'identit�e6(X21 +X22 +X23 +X24 )2 = X1�i<j�4(Xi �Xj)4 ;utilis�ee par Liouville en 1859 pour prouver la majoration g(4) � 53 dansle probl�eme de Waring 1) (cf. Hardy and Wright, An introduction to thetheory of numbers, Clarendon Press, Oxford, section 21.1; �fth edition :1979), puis plus tard par Lucas en 1876.Les calculs explicites dans le cas des syst�emes exceptionnels sont beau-coup plus compliqu�es; on les �evite en utilisant la th�eorie des invariants dansles cas de la repr�esentation (absolument irr�eductible) de W (R) op�erantsur E . Les polynômes invariants sont engendr�es dans chacun des trois cas1 ) Des travaux r�ecents sur g(4) et G(4) ont utilis�e des identit�es associ�ees auxstructures de 5-design port�ees par AAA2 , DDD4 et EEE6 .



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 19par n polynômes homog�enes fondamentaux, dont les degr�es (les degr�esfondamentaux) sont les suivants :EEE6 : 2; 5; 6; 8; 9; 12 ;EEE7 : 2; 6; 8; 10; 12; 14; 18 ;EEE8 : 2; 8; 12; 14; 18; 20; 24; 30 .[Le degr�e 2 provient du polynôme (�; �) ; le plus grand degr�e est le nombre deCoxeter.]Vu que les polynômes Px2R(x; �)2k sont invariants par W (R), l'ab-sence du degr�e 4 dans les listes ci-dessus entrâ�ne que les polynômesinvariants de degr�e 4 sont proportionnels �a (�; �)2 , ce qui montre queles syst�emes exceptionnels d�e�nissent des 4-designs, donc des 5-designs,et l'absence du degr�e 6 dans le cas de EEE8 montre de même que EEE8 est un7-design.[Variantes de d�emonstration : le fait que la liste des syst�emes qui sont des5-designs soit limit�ee aux 6 syst�emes de l'�enonc�e peut se voir en utilisantl'invariant 0 , cf. d�e�nition 10.2 et th�eor�eme 10.4; le fait que les syst�emes del'�enonc�e soient e�ectivement des 5-designs, mais non des 6-designs (sauf dans lecas de EEE8 ) peut se faire \�a la main" en utilisant le corollaire 8.3 et les donn�eescontenues dans le tableau 5.6. Le calcul explicite conduit �a des formules du typede la formule 5.10 ci-dessous.]Remarque 5.9. �Ecartons le cas trivial de la dimension 1. Les valeurst = 5 (dans les cas R 6= EEE8 ) et la valeur t = 7 dans le cas R = EEE8sont les plus grandes possibles. Pour R 6= EEE8 , cela se voit en cherchantune relation de la forme Px2X(x; �)6 = e(�; �)3 . En appliquant ��selon les formules de l'exemple 1.5, on transforme le premier membre en30Px2X(x; x)(x; �)4 . En rempla�cantP(x; �)4 par sa valeur tir�ee de 5.2 b,on en d�eduit e , obtenant �nalement la formule(�) Xx2X(x; �)6 = 15(x; x)3jX jn(n+ 2)(n+ 4)(�; �)3 :En �evaluant (�) en un �el�ement � = r 2 R et en utilisant l'�egalit�e jRj = nh ,on obtient la relation(5.10) h+ 30 = 240h(n+ 2)(n+ 4) ;



20 BORIS VENKOVqui n'est correcte que pour n = 8 (et n = 1). On montre de fa�con analogueque EEE8 n'est pas un 8-design; voir aussi [M1], o�u sont class�es les r�eseauxqui d�e�nissent des 7-designs.6. Les r�eseaux fortement parfaits.La notion de r�eseau fortement parfait introduite dans ce x est unrenforcement de notions �etudi�ees par l'�ecole russe entre 1873 et 1908, dontles deux contributions les plus importantes pour ce qui nous concerne icisont les articles de Korkine et Zolotare� ([K-Z], 1877) et de Vorono�� ([Vo],1908).�Etant donn�e un r�eseau L dans un espace euclidien E de dimension n ,on appelle norme (ou)minimum de L le nombre N(L) = minx2Lrf0g(x; x)et d�eterminant de L le d�eterminant det(L) de la matrice de Gram d'unebase de L ; l'invariant d'Hermite de L est (L) = N(L)det(L)1=n . Les vecteursx 2 L tels que N(x) = N(L) sont appel�es vecteurs minimaux ou vecteurscourts de L . Leur ensemble est not�e S(L), ou S , ou parfois X , et l'onpose s(L) = s = 12 jS(L)j .Rappelons (Korkine et Zolotare�, [K-Z2], [K-Z3]) qu'un r�eseau L est ditextrême s'il r�ealise un maximum local de l'invariant d'Hermite. Les r�eseauxextrêmes ont �et�e caract�eris�es par Vorono�� comme les r�eseaux parfaits eteutactiques. Ces notions poss�edent de nombreuses d�e�nitions �equivalentes,cf. [M], ch. III, x3, dont nous retiendrons les suivantes, qui sont les mieuxadapt�ees �a notre sujet : soit L un r�eseau, dont on note X l'ensemble desvecteurs minimaux. On dit que L est eutactique s'il existe des coe�cientsd'eutaxie �x; x 2 X , strictement positifs tels que l'on ait la relationN(�) = Xx2X=f�1g�x(x; �)2quel que soit � 2 E , et que L est parfait si l'ensemble des polynômes�(2)x : � 7! (x; �)2; x 2 X engendre Fn;2 .D�efinition 6.1. On dit qu'un r�eseau est fortement eutactique s'il esteutactique avec des coe�cients d'eutaxie �egaux.C'est par exemple le cas des r�eseaux qui poss�edent des coe�cientsd'eutaxie et dont le groupe des automorphismes op�ere transitivement sur



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 21l'ensemble des vecteurs minimaux, ou encore dont la repr�esentation dugroupe d'automorphismes op�erant sur E est R-irr�eductible. Ces r�eseauxfont l'objet d'un �etude d�etaill�ee dans [M-V] (ce volume).Proposition 6.2. Pour qu'un r�eseau L soit fortement eutactique, ilfaut et il su�t que l'ensemble X de ses vecteurs minimaux soit un 3-design(ou un 2-design, cela revient au même). Les coe�cients d'eutaxie sontalors �egaux �a nN(L) jX j .D�emonstration. En e�et, il r�esulte du th�eor�eme 3.2 que les 3-designsph�eriques sont pr�ecis�ement les ensembles X pour lesquels (�; �) estproportionnel �a Px2X(x; �)2 , le coe�cient de proportionalit�e �etant donn�epar la formule 5.2 a.Nous en venons maintenant �a la notion centrale de ce cours :D�efinition 6.3. On dit qu'un r�eseau est fortement parfait si l'en-semble X de ses vecteurs minimaux est un 5-design sph�erique.Il revient au même de dire que X est un 4-design sph�erique, ou encoreque X satisfait la formule 5.2 b.Th�eor�eme 6.4. Un r�eseau fortement parfait est extrême et fortementeutactique.D�emonstration. Soit L un tel r�eseau. L'ensemble X de ses vecteursminimaux v�eri�e la formule 5.2 b, donc aussi la formule 5.2 a, dont laproposition 6.2 montre qu'elle entrâ�ne l'eutaxie forte. Compte tenu duth�eor�eme de Vorono�� rappel�e au d�ebut du x , il su�t maintenant de prouverque L est parfait.On consid�ere l'espace V = Fn;2 muni du produit scalaire [ ; ] d�e�niau d�ebut du x1. On a [�(2)x1 ; P ] = P (x1) quel que soit le polynôme Pde degr�e 2 ; appliqu�ee �a P = �(2)x2 , cette formule devient [�(2)x1 ; �(2)x2 ] =(x1; x2)2 . On est donc ramen�e �a montrer que la matrice G (de taillejX j � jX j) ayant pour coe�cients gi;j = (xi; xj)2 est de rang n(n+1)2 . Onva d�emontrer ce r�esultat en prouvant que les valeurs propres non nulles deG (compt�ees avec leurs multiplicit�es) sont au nombre de n(n+1)2 .Dans les calculs qui suivent, F d�esigne la matrice de taille jX j � jX jdont tous les coe�cients sont �egaux �a 1.



22 BORIS VENKOVSoient �1; �2 2 Rn . Consid�erons les vecteurs de la forme �0 =��1 + ��2 , �; � 2 R , et appliquons-leur l'identit�e 5.2b. Le coe�cient de�2�2 est 4!2!2!P(x; �1)2(x; �2)2 dans le membre de gauche et le produit3(x;x)2jX jn(n+2) : �22(�1; �2)2+2(�1; �1)(�2; �2)� dans le membre de droite, d'o�ul'on d�eduit l'identit�e(6.5) Xx2X(x; �1)2(x; �2)2 = (x; x)2jX jn(n+ 2) [2(�1; �2)2 + (�1; �1)(�2; �2)] :En choisissant alors �1 = x1 et �2 = x2 , x1; x2 2 X , on obtient l'�equation(6.6) G2 = aG+ bFdans laquelle on a pos�e(6.6') a = 2(x; x)2jX jn(n+ 2) et b = (x; x)4jX jn(n+ 2) :En exprimant F en fonction de G par 6.6, on obtient les relations(6.7) GF = FG = cF avec c = (x; x)2jX jn :Comme F et G commutent, on peut les \diagonaliser simultan�ement",obtenant des matricesF 0 = 0@ jX j 0 ::: 00 0 ::: 0... ... . . . ...0 0 ::: 01A et G0 = 0B@ �1 0 ::: 00 �2 ::: 0... ... . . . ...0 0 ::: �jXj1CA :L'�equation 6.7 entrâ�ne la relation �1 = c . En utilisant 6.5, on obtient�2i = a�i pour 2 � i � jX j , donc �i = 0 ou �i = a . Notons t le nombred'indices i � 2 pour lesquels �i = a . En comparant les valeurs de latrace de G calcul�ees avec la d�e�nition de G et avec la forme diagonaleci-dessus, on obtient l'�egalit�e (x; x)2jX j = c+ ta qui, en rempla�cant a etc par leurs valeurs tir�ees de 6.6' et de 6.7, devient 1 = 1n + 2tn(n+2) , d'o�ut = (n� 1)(n+ 2)2 . Le nombre de valeurs propres non nulles de G estdonc t+ 1 = n(n+ 1)2 .La d�emonstration matricielle donn�ee ci-dessus sert de mod�ele pourcertaines d�emonstrations �a venir. Voici une d�emonstration plus directedu th�eor�eme 6.7, due �a Thierry Vust.



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 23Il s'agit de prouver qu'un r�eseau fortement parfait est parfait. Pourcela, on d�emontre qu'un polynôme P orthogonal �a tous les �(2)x , x 2 X ,est nul. Pour x 2 X , on a P (x) = [�(2)x ; P ] = 0. Si maintenant X est un4-design, on a ZSn�1 P 2 dx = 1jX j Xx2X P (x)2 = 0d'o�u P = 0, puisque P est une fonction continue.Remarque 6.8. Les notions de perfection et d'eutaxie fortes, toutcomme les notions usuelles, ne font intervenir que l'ensemble des vecteursminimaux du r�eseau. Ainsi, si L est fortement parfait, tout r�eseau L0 � Layant même ensemble de vecteurs minimaux que L est �egalement forte-ment parfait.Remarque 6.9. Comme les r�eseaux parfaits dont ils sont un casparticulier, les r�eseaux fortement parfaits poss�edent les trois propri�et�essuivantes :(1) S(L) engendre E .(2) L est irr�eductible.(3) L est rationnel, c'est-�a-dire proportionnel �a un r�eseau entier.Commentaires.(1) D�ecoule de la simple existence de coe�cients d'eutaxie, sans restric-tion sur le signe, et est en particulier v�eri��ee par les r�eseaux fortementeutactiques.(2) R�esulte simplement du fait que la dimension de l'espace engendr�epar les �(2)x , x 2 S(L) est strictement inf�erieure �a dimFn;2 = n(n+1)2 dansle cas d'un r�eseau r�eductible. Ce n'est pas une cons�equence de la forteeutaxie.(3) Il s'agit d'un th�eor�eme de Korkone et Zolotare�. On d�emontre dans[M-V] que cette propri�et�e est v�eri��ee par les r�eseaux fortement eutactiques.(Toutefois, elle n'est pas entrâ�n�ee par l'eutaxie.)On montre (Berg�e et Martinet, cf. [M], chapitre IX) que les classes desimilitude de r�eseaux faiblement eutactiques (c'est-�a-dire poss�edant descoe�cients d'eutaxie) sont en nombre �ni, r�esultat dû �a Vorono�� dans lecas des r�eseaux parfaits et �a Ash dans le cas des r�eseaux eutactiques. Cettepropri�et�e sugg�ere d'essayer de classer les r�eseaux fortement parfaits entiers



24 BORIS VENKOVde dimension donn�ee, une question sur laquelle nous reviendrons dans lasuite.La propri�et�e (3) ci-dessus sugg�ere de classer �egalement les r�eseaux for-tement parfaits de minimum donn�e.Le cas du minimum 1 est �evident, le seul r�eseau entier irr�eductible deminimum 1 �etant Z ; c'est en e�et un r�esultat g�en�eral qu'un plongementisom�etrique L 7! L0 avec L unimodulaire induit une isom�etrie L0 ' L ?L? , et, dans le cas de L = Z , c'est �evident en utilisant le lemme suivant,facile, mais d'usage constant :Lemme 6.10. Soit L un r�eseau et soient x et y deux vecteurs nonnuls et non proportionnels de L . Alors,(1) Si x est minimal, on a j(x; y)j � 12N(y) .(2) Si x et y sont minimaux, on a j(x; y)j � 12N(L) .D�emonstration. On a N(x � y) � N(x) = N(y) � 2(x; y) � 0, d'o�u�(x; y) � 12N(y).Les r�esultats du x pr�ec�edent permettent de r�esoudre tout de suite le casdu minimum 2 (on note A n , D n , En le r�eseau engendr�e par le syst�emede racines respectifs AAAn , DDDn , EEEn ) :Th�eor�eme 6.11. Un r�eseau entier fortement parfait de minimum 2est isom�etrique �a l'un des r�eseaux de racines A 1 , A 2 , D 4 , E6 , E7 ou E8 .D�emonstration. Soit � un tel r�eseau. Le sous-r�eseau L0 de L engendr�epar S(L) est lui aussi fortement parfait et de même rang n que L . �Etantengendr�e par par des vecteurs de norme 2, L0 est un r�eseau de racines,dont le th�eor�eme 5.7 montre qu'il est isom�etrique �a l'un des six r�eseauxA 1 , A 2 , D 4 , E6 , E7 ou E8 . On a det(L0) = det(L) [L : L0]2 . Comme[L00L0]2 doit diviser det(L0), les seules possibilit�es sont L = L0 , ou n = 4,L0 = D 4 et [L : L0] = 2. On exclut ce dernier cas en observant que Ldevrait être alors unimodulaire, donc isom�etrique au r�eseaur�eductible Z4 .Le cas du minimum 3 est l'objet du x suivant. La classi�cation n'estpas connue au-del�a; voir toutefois [M1] pour le cas de certains designssup�erieurs.En examinant la liste des 48 r�eseaux parfaits (dont 44 sont extrêmes)de dimension n � 7, on d�emontre :



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 25Th�eor�eme 6.12. Un r�eseau fortement parfait de dimension n � 7 estsemblable �a l'un des 7 r�eseaux A 1 � Z, A 2 , D 4 , E6 , E�6 , E7 ou E�7 .La liste des r�eseaux parfaits ainsi que celle de leurs principaux invariantspeut être lue dans [C-S1] ou dans [M], chapitre VI; la con�rmation ducaract�ere exhaustif de cette liste a �et�e faite par Jaquet dans sa th�ese,r�esum�ee dans [J].La d�emonstration du th�eor�eme 6.12 est grandement facilit�ee par deuxr�esultats que nous prouverons plus loin :(1) Une condition n�ecessaire pour qu'un r�eseau L soit fortement par-fait est que l'in�egalit�e N(L)N(L�) � n+23 soit satisfaite (th�eor�eme 10.4 etproposition 10.8 ci-apr�es). L'examen des 48 r�eseaux parfaits de dimensionn � 7 prouve que seuls les 7 r�eseaux ci-dessus v�eri�ent cette condition. (Ily a même �egalit�e; on dit alors que ces r�eseaux fortement parfaits sont detype minimal, cf. x10.)(2) Les m�ethodes du x8 permettent de laisser �a un ordinateur le soinde d�eterminer les valeurs de t pour lesquelles un r�eseau donn�e est unt-design sph�erique (tout au moins, si la dimension n'est pas excessive).Comme les groupes d'automorphismes des 7 r�eseaux ci-dessus op�erenttransitivement sur leurs ensembles de vecteurs minimaux, il su�t icid'appliquer le corollaire 8.3, ce qui peut se faire facilement \�a la main".En outre, du fait que ces r�eseaux sont de type minimal, la proposi-tion 10.12 entrâ�ne que leurs ensembles de vecteurs minimaux ne sont pasdes 6-designs.7. Les r�eseaux fortement parfaits de minimum 3.Pour d�ecrire la classi�cation de ces r�eseaux, nous devons d�ecrire pourcertaines dimensions n � 23 des r�eseaux, que nous notons On , notationqui n'est classique que pour n = 23. Le lemme suivant peut être extraitde [M], ch. 5, x7 :Lemme 7.1. Soit � un r�eseau entier pair de dimension n � 2 et deminimum 4 , et soit e un vecteur minimal de � . Notons p la projectionorthogonale sur l'hyperplan H = e? , posons �0e = fx 2 � j (e; x) � 0mod 2g , et soit �e = p(�0e) . Supposons v�eri��ee l'une des deux hypoth�esessuivantes :



26 BORIS VENKOV(1) Il existe x 2 � avec (e; x) � 1 mod 2 ;(2) On a (y; e) � 0 mod 2 pour tout y 2 � , et � contient un vecteur xavec (e; x) � 2 mod 4 . Alors, �e est un r�eseau entier impair de min-imum au moins 3 , et l'on a det(�e) = det(�) sous l'hypoth�ese (1)et det(�e) = 14 det(�) sous l'hypoth�ese (2).D�emonstration. Comme x 2 E se projette sur Re en (e; x)(e; e) e , on ap(x) = x� (e; x)(e; e) e , d'o�u, quels que soient x; y 2 E ,(7.2) (p(x); p(y)) = (x; y)� (e; x)(e; y)(e; e) = (x; y)� (e; x)(e; y)4Comme les produits scalaires (x; e) sont pairs pour x 2 �0e , �e estentier. En outre, �0e contient des vecteurs x avec (e; x) � 2 mod 4(sous l'hypoth�ese (1), prendre x = 2y avec (y; e) impair), et, pour untel vecteur, N(p(x)) = N(x) � (e; x)24 est impair. Le lemme 6.10 montreque l'on a j(e; x)j � 12N(x) pour tout x 2 � non colin�eaire �a e , d'o�uN(p(x)) = N(x)� (e; x)24 � 34N(x) � 3.Il reste �a calculer le d�eterminant de �e . Or, vu que l'on obtient �een projetant �0e parall�element �a e , on a det(�0e) = det(Ze) det(�e),donc det(�e) = det(�0e)4 , ce qui est bien le r�esultat annonc�e, car �0e estd'indice 2 dans � sous l'hypoth�ese (1) et �egal �a � sinon.En pratique, on consid�ere des r�eseaux � tels que �0e contient un vecteurx minimal avec (e; x) = 2, et l'on a alors N(�e) = 3. C'est ce qui se passedans le cas des r�eseaux lamin�es de Conway et Sloane ([C-S], ch. 6; voiraussi plus loin, x19) pour 2 � n � 24. Rappelons que ces r�eseaux sont deminimum 4, uniques �a isom�etrie pr�es sauf en dimensions 11; 12; 13, que�n est isom�etrique �a p2 En pour n = 6; 7; 8, que �24 est le r�eseau deLeech, l'unique r�eseau unimodulaire de dimension 24 et de minimum 4(th�eor�eme de Conway), et que �8 se plonge dans �24 de fa�con unique�a automorphisme pr�es de �24 . Son orthogonal est alors le r�eseau �16 ,isom�etrique au r�eseau BW16 de Barnes-Wall (l'orthogonal dans �24 de�n est isom�etrique �a �24�n ). Ce dernier r�eseau est 2-modulaire (i.e. ilexiste une similitude de rapport p2 de ��16 sur �16 ).Pour n � 8, n = 16 et n = 24 (entre autres), le groupe Aut(�n)op�ere transitivement sur l'ensemble des vecteurs minimaux. Il en r�esulte



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 27que le r�eseau �e qui lui est associ�e est d�e�ni �a isom�etrie pr�es par la donn�eede �n .Notons en�n que le plongement de �8 ' p2 E8 dans �24 d�e�nit unplongement des r�eseaux projet�es �e correspondants.D�efinition 7.3. On pose O1 = p3Z . On note O7 (resp. O23 ) leprojet�e �e associ�e �a �8 (resp. �a �24 ). On note en�n O22 (resp. O16 )l'orthogonal de O1 (resp. O7 ) dans O23 .Ce que l'on sait des r�eseaux lamin�es garantit que les r�eseaux de lad�e�nition 7.3 sont uniques �a isom�etrie pr�es. Le lemme 7.1 montre que cesr�eseaux sont entiers de minimum 3, que O23 est unimodulaire et que O7est de d�eterminant 64 ; on a donc aussi det(O16) = 64.On peut être plus pr�ecis.La r�egle selon laquelle \la projection du dual est le dual de la section"(cf. [M], ch. I, prop. 3.4) montre que l'on aO�7 = p(�8)� = ��8 \H = 12�8 \H = 12�7 ' 1p2 E7 :On a donc O7 ' p2 E�7 , et O7 s'obtient �a partir de p2 E7 ' �7 paradjonction d'un vecteur de norme 3 de ��7 .De la même fa�con, O16 s'obtient par adjonction �a �16 d'un vecteurde norme 3 de ��16 . Comme �8 et �16 sont 2-modulaires, les quotientsOn=O�n sont 2-�el�ementaires pour n = 7 et n = 16, alors que O22 estde d�eterminant 3. En fait, �7 , �16 , �22 et �23 sont les r�eseaux pairsassoci�es respectivement �a O7 , O16 , O22 et O23 .[ Toutefois, contrairement �a ce qui est �ecrit dans la pr�eface �a la deuxi�eme�edition de [C-S], on n'obtient pas un r�eseau de d�eterminant 64 parprojection de �17 .]Il est important de connâ�tre le nombre de vecteurs minimaux de chacunde ces r�eseaux. On a s(O1) = 1, s(O7) = 28, s(O16) = 256, s(O22) = 1408et s(O23) = 2300.Signalons que les r�eseaux On construits par Rains et Sloane dans [R-S]ne sont pas les r�eseaux On ci-dessus.Th�eor�eme 7.4. Les r�eseaux fortement parfaits qui sont entiers et deminimum 3 sont O1 , O7 , O16 , O22 et O23 .D�emonstration. Soit � un r�eseau entier de minimum 3, et soit Xl'ensemble de ses vecteurs minimaux. On va appliquer les identit�es 5.2



28 BORIS VENKOVen prenant � = x0 2 X . Soit ni = jfx 2 X j (x0; x) = igj ; on a jX j =2 + n0 + 2n1 . Les identit�es 5.2 s'�ecrivent32 + n1 = 32jX j2n(7.5 a) 34 + n1 = 35jX j2n(n+ 2) ;(7.5 b)d'o�u, par di��erence,(7.6) 25� n2n(n+ 2) jX j = 8 :On a donc n � 24, et les relation de divisibilit�e impos�ees par 7.6 et 7.5 apermettent de restreindre n �a la liste(7.7) n = 1; 7; 13; 16; 17; 19; 21; 22; 23; 24 ;valeurs pour lesquelles les �equations 7.5 ont une solution en entiersn; jX j; n1 > 0. On constate que(7.8) jX j2n = 8(n+ 2)25� n et n1 = 81 n� 125� nsont bien dans tous les cas des entiers positifs.Notons Y l'ensemble des vecteurs de � de norme 4.Lemme 7.9.(1) Quels que soient x 2 X et y 2 Y , on a (x; y) 2 f0;�1;�2g .(2) Soit y0 2 Y . Alors, le nombre d'�el�ements x 2 X avec (x; y0) = 2 estm2 = 34� nn+ 2 jX j2n = 8 34� n25� n :(3) On a n1jX j = m2jY j .D�emonstration. (1) est une cons�equence imm�ediate du lemme 6.10.(2) Pour i = 0; 1; 2, soit mi = jfx 2 X j (y0; x) = igj . Les �equations5.2, appliqu�ees avec � = y0 2 Y , expriment m1 et m2 comme solutionsd'un syst�eme de Cramer permettant de v�eri�er tout de suite que m2 a lavaleur donn�ee dans (2).(3) Le nombre de couples d'�el�ements x0; x1 2 X avec (x0; x1) = 1 est�egal �a n1jX j . Mais, si (x0; x1) = 1, pour y = x0 � x1 , on a (y; y) = 4 et(x0; y) = 2. R�eciproquement, si y 2 Y et si x0 2 X est tel que (x0; y) = 2,alors, pour x1 = x0 � y , on a (x0; x1) = 1. On a ainsi mis en bijectionl'ensemble des couples x; x0 de X�X v�eri�ant (x; x0) = 1 avec l'ensembledes couples x; y de X � Y v�eri�ant (x; y) = 2.



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 29En tirant n1 et jX j de 7.8 et m2 de 7.9, (2), on d�eduit de 7.9, (3)l'�egalit�e jY j = 2:34 n(n� 1)(n+ 2)(25� n)(34� n) :Comme jY j doit être entier, on �elimine de la liste 7.7 les valeurs n =13; 19; 21; 24, restreignant les dimensions a priori possibles �a(7.10) n = 1; 7; 16; 17; 22; 23 :Lemme 7.11. Si � n'est pas unimodulaire, on a n � 1 mod 3 , et ��est de minimum n+ 29 .D�emonstration. Par hypoth�ese, l'inclusion �� � � est stricte. Con-sid�erons une classe non nulle c de �� modulo �, et choisissons dans cun �el�ement t de norme minimale. L'argument utilis�e pour d�emontrer lelemme 6.10 montre que, pour tout x 2 X , on a j(t; x)j � (x; x)2 = 32 . Soitp1 = jfx 2 X j (t; x) = 1gj . Les formules 5.2 s'�ecrivent alors2p1 = 6 jX j2n (t; t) et 2p1 = 54 jX j2n (t; t)2n+ 2et ont pour unique solution(t; t) = n+ 29 ; p1 = n+ 23 jX j2n = 8(n+ 2)23(25� n) :Le fait que p1 soit entier �equivaut �a n � 1 mod 3.On sait ([C-S], ch. 16) que O23 est l'unique r�eseau unimodulaire deminimum 3 et de dimension n � 23. Par ailleurs, si � est imprimitif,1p3 � est entier de minimum 1, donc isom�etrique �a Z , et � lui-même estisom�etrique �a O1 .Pour d�emontrer le th�eor�eme 7.4, on est maintemant ramen�e �a prouverque, dans chacune des dimensions n = 7; 16; 22, un r�eseau � primitif nonunimodulaire fortement parfait est n�ecessairement isom�etrique �a un r�eseauOn , et que les cinq r�eseaux On de l'�enonc�e sont e�ectivement fortementparfaits. On se contentera d'une v�eri�cation informatique de ce dernierpoint (en fait n�ecessaire seulement pour n = 16; 22; 23).



30 BORIS VENKOVLemme 7.12. Si n = 7 ou n = 16 , ��=� est 2-�el�ementaire; sin = 22 , ��=� est 3-�el�ementaire.D�emonstration. Le r�eseau �� est engendr�e par les vecteurs de la formet+ x , x parcourant � et t l'ensemble des vecteurs minimaux des classesnon nulles de ��=�. On a vu au cours de la d�emonstration du lemme 7.11que l'on a (t; t) = n+29 , d'o�u (t+x; t+x) = (t; t)+2(t; x)+(x; x) � (t; t) �n+29 mod Z .Si n = 7 ou n = 16, (t + x; t + x) est entier quels que soient t et x ,si bien que les produits scalaires sont entiers ou demi-entiers sur �� . Ona donc 2�� � � dans ce cas.Si n = 22, on a (t; t) = 83 , donc 6(t+ x; t+ x) 2 2Z. Cela prouve quep6�� est un r�eseau pair; en particulier, on a p6�� � (p6��)� = 1p6 �,d'o�u l'inclusion 6�� � �, qui montre que l'exposant du groupe ��=�divise 6. Cet exposant divise 3 (et est en fait �egal �a 3) : sinon, il existeraitun �el�ement u d'ordre 2 dans ��=� (on aurait u 2 ��; u =2 �; 2u 2 �);un tel u serait encore de la forme u = t1 + x , avec (t1; t1) = 83 et x 2 � ;modulo �, on pourrait supposer que u = t1 avec 2t1 2 �, et 4 (t1; t1) = 323serait entier. Cela prouve que ��=� est 3-�el�ementaire.Il r�esulte de ce lemme que le d�eterminant de � est de la forme 2k(resp. 3k ) avec 0 � k � n . Les in�egalit�es sont en fait strictes puisque �n'est ni unimodulaire, ni imprimitif. En outre, p2�� est de minimum 2pour n = 7 et 4 pour n = 16, alors que p3�� est de minimum 8 pourn = 22.Pour achever la d�emonstration du th�eor�eme 7.4, nous allons devoirpr�eciser les valeurs du d�eterminant de �, puis utiliser divers r�esultats declassi�cation.D�emonstration du Th�eor�eme 7.4 pour n = 7 . On a vu que det(�) = 2kpour un entier k 2 [1; 6]. Mais on n'a pas k � 5, car � serait alors plusdense que E7 . Par ailleurs, chaque classe de ��=� contient un couple�t de vecteurs de norme 1. Il y a donc 2(2k � 1) = 2:63 vecteurs denorme 1 dans �� . Soient �0 le r�eseau qu'ils engendrent. Par x 7! p2x ,on transforme L0 en un r�eseau de racines L contenant 2:63 racines. Ona donc L ' E7 , donc aussi p2�� ' E7 (car det(��) doit être entier, etdet(E7 ) = 2), ce qui prouve que � est semblable �a E�7 .D�emonstration du Th�eor�eme 7.4 pour n = 16 . Posons det(�) = 2k .Soit �0 le r�eseau pair associ�e �a �. On a �0 � � � �� � ��0 , et



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 31[� : �0] = [��0 : �] = 2, donc det(�0) = 2k+2 . On remarque que8 � 2 ��0 r �� ; 8x 2 �r �0; (�; x) 2 12 +Z :En e�et, pour � 2 ��0 r �� , 2(�; x) = (2�; x) est entier pour tout x 2 �,d'ou (�; x) 2 Z[ 12 +Z, et (�; x) est demi-entier pour au moins un x 2 �,qui n'est certainement pas dans �0 . Si y est un autre �el�ement de �r�0 ,on a y � x 2 �0 , et donc (�; x)� (�; y) = (�; x� y) est entier.Soit maintenant � 2 ��0 r �� de norme minimum dans sa classemodulo �� . Pour x 2 X (ensemble des vecteurs courts de �), on aj(�; x)j � 12 (x; x) = 32 , soit (�; x) 2 f� 12 ;� 32g . Les trois nombres (�; �),n1=2 et n3=2 (nombres de x 2 X avec respectivement (�; x) = 12 ; 32v�eri�ent les trois �equations jX j = 2(n1=2 + n3=2) et les deux �equationsfournies par 5.2, ce qui conduit au syst�emen1=2 + n3=2 = 256 ;(*) n1=2 + 9n3=2 = 192(�; �) ;(**) n1=2 + 81n3=2 = 384(�; �)2 :(***)En �eliminant n1=2 et n3=2 , on obtient l'�equation du second degr�e(�; �)2 � 5(�; �) + 6 = 0qui prouve que (�; �) est l'un des entiers 2 ou 3, et entrâ�ne que p2��0est un r�eseau (entier) pair. On en d�eduit que le quotient ��0=�0 est2-�el�ementaire.Or, les r�eseaux de dimension 16 qui sont pairs et 2-�el�ementaires ainsique leur dual renormalis�e ont �et�e class�es par Scharlau et Venkov [S-V].(Pour tenir compte �a la fois du fait que �0 n'a pas de vecteurs de norme 2et que son dual renormalis�e n'a pas de vecteur de norme 2, on dit dans[S-V] que le syst�eme de racines g�en�eralis�e est trivial.) Parmi ces r�eseaux,un seul est de minimum � 4, �a savoir le r�eseau de Barnes-Wall �16 . Parcons�equent, � est bien le r�eseau O16 d�ecrit au d�ebut du paragraphe.D�emonstration du Th�eor�eme 7.4 pour n = 22 . On a vu que det(�) =3k pour un entier k 2 [1; 21] ; on montre que k = 1. Pour cela, on observeque, quel que soit y 2 �� r �, on a (y; y) � � 13 mod Z , car y est dela forme t + x avec x 2 � et t minimal dans sa classe, et l'on a alors(y; y) � (t; t) � 83 mod Z . Si k > 1, on peut trouver t1; t2 2 �� r � telsque t1 + t2 et t1 � t2 soient tous deux dans �� r �. On en d�eduit que



32 BORIS VENKOVl'on a 4(t1; t2) � (t1 + t2; t1 + t2) � (t1 � t2; t1 � t2) � 0 mod Z , donc(t1 + t2; t1 + t2) � � 23 mod 12Z 6� � 13 mod Z .Ainsi, � est un r�eseau entier, de minimum 3, de dimension 22, ded�eterminant 3, et les �el�ements non nuls de ��=� sont de norme au moins83 et congrus �a � 13 modulo Z . Dans � ? O1 , consid�erons l'�el�ementx = (y; 13z) o�u y est un vecteur minimal de �� et z engendre O1 . On a(x; x) = 83 + 13 = 3, et on voit tout de suite que le r�eseau engendr�e par� ? O1 et x est entier, de minimum 3 et de d�eterminant 1. Il est doncisom�etrique �a O23 , et � lui-même est donc isom�etrique �a O22 .Cela ach�eve la d�emonstration du th�eor�eme 7.4.Des techniques utilisant des calculs de crochets (au sens du x1) depolynômes convenablement choisis permettent d'obtenir des majorations�nes de l'invariant s (\demi kissing number") d'un r�eseau entier denorme 3. Voici un �enonc�e, de port�ee en fait plus g�en�erale, s'appliquantaux dimensions n � 24, et fournissant en particulier une d�emonstrationde l'in�egalit�e 7.6 sous des hypoth�eses moins restrictives.Th�eor�eme 7.13. Soit S une partie �nie sym�etrique de Rn form�eede 2s vecteurs de norme 3 , de produits scalaires mutuels 0;�1;�3 . Alors,on a les majorations suivantes de s :(1) Pour tout n � 24 , s � 8n(n+ 2)25� n .(2) Pour tout n � 8 , s � 8n9� n .Signalons la majoration universelle suivante, due �a Seidel ([S]) :(7.13') s � �n+ 23 � = n(n+ 1)(n+ 2)6 ;dont le th�eor�eme 7.13 montre qu'elle n'est optimale pour aucune valeur den � 24 sauf n = 1 et n = 23.Avant de proc�eder �a la d�emonstration du th�eor�eme 7.13, nous d�emon-trons des in�egalit�es faisant intervenir les polynômes de Gegenbauer, cf. [Vi],ainsi que [Bc-V], x5. Pour tout entier d � 1 et tout � 2 Rn , il s'agit del'unique polynôme harmonique de la formeP (�)d (x) = (x; �)d + a1(�; �) (x; x) (x; �)d�2 + : : : :



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 33Voici ces polynômes dans les cas d = 2 et d = 4 :P (�)2 (x) = (x; x)2 � 1n (�; �) (x; x) ;P (�)4 (x) = (x; x)4 � 6n+ 4 (�; �) (x; x) (x; �)2 + 3(�; �)2(x; x)2(n+ 4)(n+ 2) :Proposition 7.13 a. Soit X un sous-ensemble �ni de Rn . Pour toutd � 1 , on a Xx1;x22X P (x1)d (x2) � 0 :D�emonstration. Consid�erons le polynôme F (x) = Py2X P (y)d (x).Calculons [F; F ] . On a[F; F ] = Xy1;y22X[P (y1)d ; P (y2)d ] = Xy1;y22X[(x; y1)d; P (y2)d ] = Xy1;y22X P (y2)d (y1) :(La derni�ere �egalit�e provient de la proposition 1.1; la pr�ec�edente se justi�een utilisant l'�egalit�e [!f; h] = 0, valable pour tout h harmonique; on apos�e ! = (x; x).) Cela d�emontre la proposition, puisque [F; F ] est positifou nul quel que soit F .D�emonstration du th�eor�eme 7.13. On revient aux notations du th�eo-r�eme, en notant en outre S0 un syst�eme de repr�esentants des couples �xde S . (On a jS0 j = s .) On note a le nombre de couple (x1; x2) 2 S0 � S0tels que (x1; x2) = �1. On utilise la proposition pr�ec�edente pour d = 2 etd = 4, avec X = S0 .Pour d = 2, on obtientXx1;x22S0 P (x1)2 (x2) = Xx1;x22S0 �(x2; x1)2 � 1n 32� = 9n+ a� 9n s2 � 0 ;d'o�u(�) a � 9s(s� n)n. Pour d = 4, on obtient



34 BORIS VENKOVXx1;x22S0 P (x1)4 (x2)= Xx1;x22S0 �(x1; x2)4 � 6n+ 4 32(x1; x2)2 + 3:34(n+ 4)(n+ 2)�= a+ 34s� 6:32n+ 4 (a+ 32s) 35s2(n+ 4)(n+ 2) � 0 :On v�eri�e facilement que pour n � 50, cette in�egalit�e se transforme en(��) a � 34s (n2 � 4 + 3s)(n+ 2)(50� n) :En �eliminant a entre les in�egalit�es (�) et (��), on obtients� nn � 32(n2 � 4 + 3s)(n+ 2)(50� n) :Lorsque l'on suppose en outre que l'on a n � 24, l'in�egalit�e pr�ec�edente semet sous la forme s � 8n(n+ 2)25� n ;qui est pr�ecis�ement l'assertion (1) du th�eor�eme.Pour d�emontrer l'assertion (2), on utilise (�) ainsi que l'in�egalit�e�evidente a � s(s� 1). En �eliminant a , on obtient9s(s� n)n � s(s� 1) ;qui, pour n � 8 est pr�ecis�ement l'assertion (2).Voici une d�emonstration de l'in�egalit�e s � �n+23 � = n(n+ 1)(n + 2)6 �enon-c�ee ci-dessus. Il convient de noter que le nombre m = �n+23 � intervient commedimension de l'espace Fn;3 des polynômes homog�enes de degr�e 3 �a n ind�eter-min�ees. On conserve les notations de la d�emonstration du th�eor�eme 7.13.Soient G et F les matrices s�s dont les �el�ements sont les produits scalairesrespectifs (x; y) et (x; y)3 avec x; y 2 S0 . On a (x; y) = 3 si y = x et(x; y) = 0;�1 si y 6= x , d'o�u (x; y)3 = (x; y) si x et y sont distincts, et(x; x)3 � (x; x) = 33 � 3 = 24 sinon, ce qui entrâ�ne la relationF �G = 24 In :On remarque que G est la matrice de Gram de S0 . C'est donc une matricepositive, de valeurs propres �1; : : : ; �s � 0, et de rang � n . Par cons�equent, lesvaleurs propres de F , �egales �a 24 + �i , sont strictement positives.Nous allons maintenant interpr�eter F comme une matrice de Gram dansRm . �A x 2 S0 , on associe (cf. x1) la forme �(3)x : � 7! (x;�)3 . Alors, F est la



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 35matrice de Gram associ�ee aux produits scalaires h�(3)x ; �(3)y i . Son rang est doncau plus m , dimension de l'espace Fn;3 , et aussi �egal �a s , puisque F poss�edeexactenent s valeurs propres non nulles.La majoration par 24 de la dimension que nous avons utilis�ee dans lad�emonstration du th�eor�eme 7.4 poss�ede la g�en�eralisation suivante :Proposition 7.14. Un r�eseau fortement parfait entier de normem � 2 est de dimension n � 3(m2 � 1) .D�emonstration. On applique comme pr�ec�edemment les relations 5.2 �aun vecteur minimal � de L . Les sommes du membre de gauche ont pourtermes dominants respectivement m2 et m4 > m2 , et l'on a pour tous lesautres termes les in�egalit�es larges (x; �)4 � (x; �)2 . En faisant la di��erencedes seconds membres, on en d�eduit l'in�egalit�e strictem2n jX j( 3m2n+ 2 � 1) > 0 ;i.e. n < 3m2 � 2.8. Une caract�erisation des designs sph�eriques.Dans ce x , on consid�ere un sous-ensemble �ni X = fx1; : : : ; xNg d'unesph�ere de Rn , dont le carr�e du rayon est not�e m . Pour simpli�er, onsuppose que X est sym�etrique (on a �X = X ). On note k un entierpositif pair, soit k = 2` , et l'on s'int�eresse �a la propri�et�e pour X d'êtreun k -design (ou un (k + 1)-design; vu la sym�etrie de X , cela revient aumême).Th�eor�eme 8.1. On aXx;y2X(x; y)2` � 1:3:5 : : : (2`� 1)n(n+ 2) : : : (n+ 2(`� 1))m2`jX j2 ;et l'�egalit�e a lieu si et seulement si X est un 2`+ 1-design.D�emonstration. On suppose pour faire la d�emonstration que m = 1,et l'on pose(8.2) c = 1:3:5 : : : (2`� 1)n(n+ 2) : : : (n+ 2(`� 1)) jX j :



36 BORIS VENKOVRappellons que X est un 2`-design si et seulement s'il v�eri�e la conditionXx2X(x; �)2` = c(�; �)`quel que soit � 2 Rn ; c'est une identit�e polynomiale. Rappelons �egalementquelques notations du x1 : on pose !(�) = (�; �), et �(2`)z est l'applicationx 7! (z; x)2` . La d�emonstration va d�ecouler du calcul de la norme dansl'espace des polynômes (le crochet, d�e�ni au d�ebut du x1) de la di��erencePx2X �(2`)x � c!` . On a en e�et(�) "Xx2X �(2`)x � c!`;Xx2X �(2`)x � c!`# � 0 ;et l'�egalit�e caract�erise les 2`-designs.Le calcul du crochet se fait en utilisant les r�egles suivantes d�emontr�eesau x1 (F et G d�esignent deux polynômes homog�enes de degr�e 2` sur Rn ) :(1) [�(2`)z ; F ] = F (z) ;(2) [F;G] = 1(2`)! F (r)G .On trouve pour le crochet l'expressionXx1;x22X[�(2`)x1 ; �(2`x2 )]� 2cXx2X[!`; �(2`x )] + c2[!`; !`]dont on voit tout de suite que les deux premiers termes valent respective-ment Xx1;x22X(x1; x2)2` et � 2cjX j :Quant au dernier terme, on le calcule par l'identit�e [!`; !`] = 1(2`)!�`(!`)(exemple 1.5). On a �((�; �)`) = 2`(2`+ n� 2)!`�1 , d'o�u, en it�erant,1(2`)!�`(!`) = 1(2`)! (2`)(2`� 2) : : : 2 : (2`+ n� 2)(2`+ n� 4) : : : n= 2` `!(2`)!n(n+ 2) : : : (n+ 2`� 2)= n(n+ 2)(n+ 4) : : : (n+ 2`� 2)1:3:5 : : : (2`� 1) :Finalement, on obtient Px;y2X(x; y)2` � 2cjX j � c2 jX jc = cjX j .



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 37Pour appliquer le th�eor�eme 8.1, on a int�erêt �a utiliser le groupe desautomorphismes de X (transformations orthogonales conservant X ). Ene�et, la somme Py2X(x; y)2` ne d�epend que de l'orbite de x sous Aut(X).En notant 
 l'ensemble des orbites, on obtientXx;y2X(x; y)2` =Xo2
 jojXy2X(xo; y)2` ;o�u xo d�esigne un �el�ement arbitraire de l'orbite o .Dans le cas particulier d'une op�eration transitive, on obtient (c estd�e�ni en 8.2) :Corollaire 8.3. Supposons que Aut(X) op�ere transitivement sur X .Alors, X est un (2`+1)-design si et seulement si , pour un x 2 X , on aPy2X(x; y)2` = m2`cjX j .L'in�egalit�e du th�eor�eme 8.1 s'interpr�ete comme une in�egalit�e matricielleportant sur la matrice de Gram G = ((xi; xj)) des vecteurs de X . Elle estparticuli�erement int�eressante dans le cas des matrices G semi-positives,qui sont fortement d�eg�en�er�ees, c'est-�a-dire dont la taille est tr�es sup�erieureau rang.�A un r�eseau �, on associe ainsi une s�erie de fonctions de degr�es2; 4; : : : , associ�ees �a l'ensemble X de ses vecteurs minimaux, dont la plusimportante dans l'�etude de la perfection forte est'4(�) = Xx;y2X(x; y)4 � 3jX j2n(n+ 2)(x; x)4 ;ou sa normalis�ee e'4(�) = '4(�)(x; x)4 . Cette derni�ere fonction est d�e�nie surles classes de similitude de r�eseaux. C'est une fonction positive, dont lesz�eros sont les classes de similitude de r�eseaux fortement parfaits. Ces r�e-seaux sont donc des points critiques de e'4 .Les points critiques de l'invariant d'Hermite (�) = min�det(�)1=n , sontles classes de similitude de r�eseaux eutactiques, li�es �a la cohomologie deSLn(Z) (cf. [Ash]); on s'attend �a ce qu'il y en ait beaucoup.En revanche, dans le cas de e'4 , on cherche des minima absolus (enl'occurence, la valeur 0). La complexit�e de la cohomologie de SLn(Z)n'intervient pas ici, et l'on s'attend en cons�equence �a ce qu'il n'existe quepeu de r�eseaux fortement parfaits.



38 BORIS VENKOV9. R�eseaux fortement parfaits et familles �equiangulaires dedroites.Comme c'est le cas pour tous les r�eseaux parfaits, l'ensemble X desvecteurs mininaux d'un r�eseau fortement parfait poss�ede au moins 2s =n(n+1) vecteurs minimaux (on doit avoir s = 12 jX j � dimFn;2 = n(n+1)2 ).On s'int�eresse aux cas o�u il y a �egalit�e. Nous avons d�ej�a rencontr�e troisexemples de tels r�eseaux, �a savoir Z , A 2 et E�7 . Dans ces trois exemples,les directions des vecteurs minimaux forment une famille �equiangulaire dedroites. C'est l�a un fait g�en�eral :Th�eor�eme 9.1. Soit � un r�eseau fortement parfait avec jX j =n(n+ 1) . Alors :(1) Quels que soient x 2 X et y 2 X non proportionnel �a x , on a� cosdx; y = 1pn+ 2 .(2) Si � est de dimension n > 2 , n+ 2 est le carr�e d'un entier impair.D�emonstration. Choisissons un syst�eme X 0 de repr�esentants des cou-ples �x de vecteurs de X . Le nombre d'�el�ements de X 0 est s = n(n+1)2 .Comme � est parfait, les polynômes homog�enes de degr�e 2 sont combi-naison lin�eaire des �(2)x , x 2 X 0 , et cette repr�esentation est unique, carjX 0j = s . Cela s'applique en particulier aux polynômes de la forme �(2)zpour z 2 Rn , pour lesquels on trouve la repr�esentation explicite(9.2) �(2)z = Xx2X0 1(x; x)2 �n(n+ 2)jX j (z; x)2 � njX j (z; z)(x; x)� �(2)x :(Cela se voit en calculant la norme de la di��erence des deux membres,par un calcul analogue �a celui qui a permis de caract�eriser les 2`-designsen 8.1.)Appliquons cette formule �a un �el�ement z = x0 2 X 0 . Le coe�cient de�(2)x0 s'�ecrit1(x0; x0)2 �n(n+ 2)jX j (x0; x0)2 � njX j (x0; x0)2� = n+ 2n+ 1 � 1n+ 1 = 1comme il se doit, et les autres coe�cients doivent être nuls, ce qui imposeque l'on ait pour tout x 6= x0 de X 0 les �egalit�esn(n+ 2)jX j (x0; x)2 = njX j (x0; x0)(x; x) () (x; x0)2(x0; x0)2 = 1n+ 2 ;



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 39ce qui est pr�ecis�ement l'assertion (1) du th�eor�eme.Prouvons maintenant l'assertion (2) (en supposant n � 3), et normal-isons � au minimum 1, ce qui ne restreint pas la g�en�eralit�e. Comme toutr�eseau parfait est rationnel (cf. 6.9), les produits scalaires (x; y)2 sont ra-tionnels quels que soient x; y 2 X , ce qui prouve tout de suite que n+ 2est le carr�e d'un entier pour tout n > 1. Il nous faut prouver que cet entierest impair.Posons � = 1pn+ 2 . Notons G la matrice de Gram de X 0 (peu importela fa�con dont on ordonne les vecteurs de X 0 ); soit I la matrice unit�ed'ordre jX 0 j = n(n+1)2 , soit J la matrice de même ordre dont tous lescoe�cients valent 1, et soit H = 1� (G� I). Ces matrices sont de la formeG = 0B@ 1 �� ::: ���� 1 ::: ��... ... . . . ...�� �� ::: 1 1CA ; H = 0B@ 0 �1 ::: �1�1 0 ::: �1... ... . . . ...�1 �1 ::: 0 1CA et J = 0@ 1 1 ::: 11 1 ::: 1... ... . . . ...1 1 ::: 11A :Le rang de G est �egal au rang de X , soit n . La multiplicit�e de 0comme valeur propre de G est donc N � n � 3. Les valeurs propres deJ sont 0 et s , avec les multiplicit�es respectives N � 1 et 1. Il en r�esulteque les sous-espaces propres associ�es �a la valeur propre 0 de G et de Jont une intersection non r�eduite �a f0g . Soit x un vecteur propre commun�a G et �a J . On a Gx = 0, donc Hx = � 1�x . Consid�erons alors la matriceK = 12 (H + J � I). On a Kx = � 12 ( 1� + 1)x . Comme les coe�cients deK sont entiers (�egaux �a 0 ou 1), 12 ( 1� + 1) est un entier alg�ebrique, etsa norme est un entier rationnel. Finalement, 14(1 � 1�2 ) = �n+ 14 estentier, d'o�u n � �1 mod 4.Apr�es les dimensions 1; 2; 7 que nous connaissons, la prochaine dimen-sion a priori possible pour laquelle les conditions de 9.1 sont satisfaite estn = 23. Il existe e�ectivement desdn r�eseaux fortement parfait de dimen-sion 23 avec jX j = 23:24 = 552, cf. x19.10. Relations avec le r�eseau dual.Tr�es souvent, le dual d'un r�eseau fortement parfait est lui-même for-tement parfait. En fait, le seul contre-exemple connu est celui du r�eseauK 021 d�e�ni au x19, dont le dual est seulement fortement eutactique. (On as(K 021�) = 112 < 21:222 = 231.)



40 BORIS VENKOVQuestion 10.1. Le dual d'un r�eseau fortement parfait est-il toujoursfortement eutactique ?Nous allons maintenant nous int�eresser �a la variante duale 0 del'invariant d'Hermite.D�efinition 10.2. L'invariant de Berg�e-Martinet d'un r�eseau � est0(�) = (N(�)N(��))1=2 = ((�)(��))1=2La constante de Berg�e-Martinet est 0n = sup� 0(�).[L'�egalit�e qui �gure dans 10.2 r�esulte de d�e�nition même de l'invariantd'Hermite : on a (�) = N(�)det(�)1=n et det(��) = det(�)�1 . On a �evidem-ment 0(��) = 0(�) � n .]Les r�eseaux sur lesquels 0 atteint un maximum local ont �et�e �etudi�essous le nom de r�eseaux dual-extrêmes, et caract�eris�es comme r�eseaux dual-parfaits et dual-eutactiques, cf. [M], ch. III, xx3 et 8. Il r�esulte de cescaract�erisations qu'une r�eponse positive �a la question 10.1 entrâ�neraitque les r�eseaux fortement parfaits sont dual-extrêmes.Soit � un r�eseau. Notons X 0 un demi-syst�eme de vecteurs minimauxde �. Appliqu�ee �a un vecteur minimal � de �� , et vu que l'on a(x; x)(�; �) = 0(�)2 quel que soit x 2 X , la relation 5.2 a peut s'�ecriresous la forme(10.3) Xx2X0(x; �)2 = sn0(�)2 :Le membre de gauche de 10.3 �etant entier, on en d�eduit que 0(�)2 est unnombre rationnel chaque fois que � est fortement eutactique.Th�eor�eme 10.4. Si � est fortement parfait, on a 0(�)2 � n+ 23 .D�emonstration. En faisant la di��erence des relations 5.2 appliqu�eesen prenant � = � , on obtient l'�egalit�e(10.5) Xx2X0(x; �)2�(x; �)2 � 1� = sn 0(�)2� 3n+ 20(�)2 � 1� ;dans laquelle le premier membre est un entier � 0, ce qui entrâ�neimm�ediatement la minoration 0(�)2 � n+23 .



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 41D�efinition 10.5. On dit qu'un r�eseau fortement parfait � est detype minimal si 0(�)2 = n+ 23 et de type g�en�eral sinon.De l'examen du membre de gauche de 10.6, on d�eduit :Proposition 10.7. Pour qu'un r�eseau fortement parfait � soit detype minimal, il faut et il su�t que les produits scalaires (x; �) avec xminimal dans � et � minimal dans �� soient �egaux �a 0 ou �1 .L'invariant 0 est utile pour majorer le premier membre de 10.5. Ene�et, l'in�egalit�e de Schwarz entrâ�nej(x; �)j � (x; x)1=2(�; �)1=2 = 0(�) � 0n :Pour n � 8, on a j(x; �)j � 0n � n � 8 = 2, et l'�egalit�e j(x; �)j = 2 alieu si et seulement si n = 8, � � E8 et � est proportionnel �a x . L'�enonc�esuivant r�esulte tout de suite de ces remarques et des in�egalit�es 23 < 53 et25 < 73 :Proposition 10.8. Un r�eseau fortement parfait de dimension n � 8et non semblable �a E8 est de type minimal. En outre, sa dimension n'estni 3 , ni 5 .En revanche, les r�eseaux unimodulaires fortement parfaits de dimen-sion n > 1 ne sont jamais de type minimal : un tel r�eseau est en e�et denorme m � 2. En prenant alors � = x 2 X , on obtient (x; �) = m > 1,ce qui entrâ�ne que le premier membre de 10.5 est dans ce cas strictementsp�erieur �a 1. On remarque toutefois que le lemme 6.10 entrâ�ne l'in�egalit�emeilleure j(x; �)j � bm2 c lorsque x et � ne sont pas proportionnels. Ilserait int�eressant d'am�eliorer la majoration de j(x; �)j pour x et � nonproportionnels dans d'autres cas que celui des r�eseaux unimodulaires.Proposition 10.9. Un r�eseau de type minimal de dimension n � 2n'est un t-design pour aucune valeur de t � 6 .D�emonstration. Soit L un tel r�eseau. La propri�et�e pour l'ensemble Sde ses vecteurs minimaux d'être un 2`-design se traduit par l'identit�eXx2S=�(x; �)2` = c` 0(L)2` ;



42 BORIS VENKOVla constante c` �etant celle du second membre de 3.6 et de 8.2 On appliquecette formule en prenant pour � un vecteur minimal de L� . La proposition10.7 montre que les premiers membres de ces identit�es sont ind�ependantsde ` (parce que (x; �) 2 f0;�1g). En �ecrivant que les seconds membressont �egaux pour ` = 2 et ` = 3, on obtient l'�egalit�e 0(L) = n+45 . Encomparant avec la d�e�nition 10.6, on obtient l'�egalit�e n+45 = n+23 , c'est-�a-dire n = 1.Remarque 10.10. La relation 10.3, par sommation sur � , entrâ�nel'identit�e Xx2X0; �2X0�(x; �)2 = ss�n 0(�)2 ;qui est sym�etrique entre � et �� . (On a pos�e s� = s(��).)Nous donnons maintenant pour utilisation ult�erieure une autre formedes relations fondamentales 5.2 adapt�ee au cas o�u � est un �el�ement � de�� . Soit �(�) = (x; x)(�; �). Les produits scalaires j(x; �)j sont des entiersmajor�es par p�(�) . Posons k = bp�(�)c , et pour 0 � j � k , soit mjle nombre d'�el�ements x 2 X 0 (demi-syst�eme de vecteurs minimaux) avecj(x; �)j = j . Notons A� et B� les demi-premiers membres de 5.2. On aA� = m1 + 22m2 + � � �+ k2mk = sn �(�) et(10.11 a) B� = m1 + 24m2 + � � �+ k4mk = 3n+ 2 sn �(�)2 :(10.11 b)Comme les di��erences j4 � j2 sont divisibles par 12,C� = 112(B� �A�)est entier, et la relation 10.5 prend la forme(10.12) C� = m2 + � � �+ k4 � k212 mk = s �(�)12n(n+ 2) �3�(�)� (n+ 2)� :Nous convenons d'omettre la r�ef�erence �a � lorsque � est minimal dans�� . On a alors � = 0(�)2 , et l'on obtient une majoration de l'entier C enmajorant d'abord � par 2n , puis n et s par les bornes sup�erieures quel'on connâ�t, et que l'on peut trouver notamment dans [C-S], chapitre 1,table 1.2 (�a utiliser avec la formule (47)) et table 1.5. Ces majorations sontindiqu�ees dans le tableau 10.13 ci-dessous, reposant sur le tableau 1.2 de



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 43[C-S], dans lequel la majoration Cconj correspond aux choix pour n(�) ets(�) des plus grandes valeurs connues (qui peuvent du reste correspondre �ades r�eseaux distincts). Les valeurs de Cconj mettent en �evidence la relativefaiblesse des meilleurs majorations connues des invariants  et s .Tableau 10.13n 10 11 12 13 14 15 162n � 5; 177 5; 799 6; 453 7; 140 7; 852 8; 597 9; 373s � 297 457 708 1116 1716 2715 4156C � 3 6 12 21 37 67 114Cconj � 0 0 2 1 4 10 30En explicitant C� �a partir de 10.12, on trouve (de fa�con g�en�erale,quelque soit � 2 �� ) que �(�) est racine de l'�equation du second degr�e(10.14) 3s�(�)2 � (n+ 2)s�(�)� 12n(n+ 2)C� = 0que l'on �etudie dans le cas particulier de � 2 S(��) en essayant pourC les valeurs autoris�ees par la table 10.13. �Ecartons le cas C = 0, quicorrespond �a un r�eseau de type minimal. On �ecrit que le discriminant(10.15) �� = (n+ 2) s�(n+ 2)s+ 144nC��est un carr�e, on calcule ensuite la racine positive � de 10.14, on �ecarte lescas o�u � ne respecte pas la majoration de n donn�ee dans la table 10.13ou la minoration stricte � > n+23 , ainsi que ceux pour lesquels A = � snn'est pas entier.On obtient ainsi d'importantes restrictions quant aux valeurs possiblesdu couple (�; s) susceptibles de conduire �a un r�eseau de type g�en�eral. C'estcette strat�egie qui sera utilis�ee dans l'�etude des dimensions 8 �a 11.Notons que la majoration � � n jointe �a l'in�egalit�e de Schwarzj(x; y)j � N(x)N(y) entrâ�ne la majoration j(x; y)j � n quels que soientx 2 S(�) et y 2 S(��). Pour n � 8, on trouve (x; y) = 0; �1 sauf lorsquex et y sont des vecteurs proportionnels d'un r�eseau semblable �a E8 ([M],ch. VI, lemme 3.3 et les commentaires qui suivent). Le tableau 10.13montreque la majoration j(x; y)j � 2 est valable au moins jusqu'�a la dimension 15(et sans doute aussi en dimension 16). Il en r�esulte que pour n � 15, Cest le nombre d'�el�ements x 2 S(�)=f�1g ayant avec un �el�ement donn�e yde S(��) un produit scalaire �egal �a �2.



44 BORIS VENKOV11. Les dimensions 8 et 9.La liste compl�ete des r�eseaux fortement parfaits de dimension n � 7est donn�ee par le th�eor�eme 6.11. Le but de ce x est de prouver que,dans les dimensions 8 et 9, seul E8 est fortement parfait, ce quiprouve que, �a similitude pr�es, il y a exactement 8 r�eseaux fortementparfaits de dimension n � 9, dont des repr�esentants primitifs sontZ; A 2 ; D 4 ; E6 ;p3 E�6 ; E7 ;p2 E�7 ; E8 .Nous commen�cons par la dimension 9, pour laquelle le r�esultat �etait apriori probable, car on ne connâ�t aucun r�eseau � avec 0(�)2 � 113 .Th�eor�eme 11.1. Il n'existe pas de r�eseau fortement parfait de dimen-sion 9 .D�emonstration. Sinon, soit � un tel r�eseau. Nous allons utiliser lesrelations 10.11 et 10.12 en prenant d'abord pour � un vecteur minimal de�� . On a alors � = 0(�)2 . Nous utiliserons les majorations 0(�) � 9 <2; 142 (Rogers; cf. [C-S], ch. 1, table 1.2 et formule (47)) et s(�) � 136(Watson, [W]).Il en r�esulte la majoration � � 29 < 4; 59 : : : , et 10.12 s'�ecritC = 136�1188 (3� � (n+ 2)) < 2 ;d'o�u C = 1 (type g�en�eral) ou C = 0 (type minimal).[On aurait pu se contenter de la majoration moins pr�ecise s � 190 donn�ee dans[C-S], table 1.5, �a condition de montrer �egalement l'impossibilit�e du cas C = 2.]R�eseaux de type g�en�eral. On a C = 1, i.e. s�(3� � 11) = 12:9:11 = 1188,d'o�u A2B = s(n+ 2)3n = 11s27 et B �A = 12 ;donc A2A+ 12 = 11s27 , �equation du second degr�e en A , de discriminant136 (11s)(11s+ 64) :En �ecrivant que le num�erateur est un carr�e, on constate que s doit êtreun multiple de 11 de l'intervalle [45; 190], soit s = 11t avec 5 � t � 17,et un petit nombre de v�eri�cations montre que ce n'est pas possible.



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 45R�eseaux de type minimal. On a C = 0, � = 0(�)2 = 113 et A = 11s27 . Ennormalisant, on peut supposer que N(�) = 1, donc que N(��) = 113 . Lesformules 10.11, en posant s = 27t et w = (�; �), s'�ecriventA� = sn w = 3tw et B� = 3n+ 2 sn w2 = 9t11 w2 :Posons w = pq , o�u p et q sont des entiers premiers entre eux. Ona B� = 9tp211q2 . Donc, q2 divise 9t . Comme t est � 7, cela entrâ�neq 2 f1; 2; 3; 6g . On a aussiB� �A�12 = tp(3p� 11q)4:11:q2 2 Z ;ce qui entrâ�ne p � 0 mod 11, soit p = 11p0 , puis 11p0(q � 3p0)4q2 2 Z ,d'o�u l'on d�eduit que q est impair (faute de quoi, t devrait être divisiblepar 16). Ainsi, on a q = 1 ou q = 3, et w est de la forme 11`3 avec ` 2 Z .Autrement dit, les normes des vecteurs de �� sont des multiples entiersde N(��).Soit � = q 611 �� ; ses vecteurs ayant pour norme des entiers pairs,c'est un r�eseau pair, et en particulier entier. Par cons�equent, d = det(�)est entier. Mais �� = q 116 � est de norme 116 et de d�eterminant 1d . Lamajoration de Rogers de 9 fournit alors l'in�egalit�e 116 d1=9 � 2; 141, d'o�ud � 4. Comme N(��) = 116 , l'annulateur de ��=� est un multiple de 6,ce qui impose que d soit multiple de 6, et contredit l'in�egalit�e d � 4.Passons maintenant �a la dimension 8.Th�eor�eme 11.2. Les r�eseaux fortement parfaits de dimension 8 sontsemblables �a E8 .D�emonstration. Soit � un r�eseau fortement parfait de dimension 8.La proposition 10.8 montre que � est semblable �a E8 (et est alors de typeg�en�eral), ou qu'il est de type minimal. Nous devons montrer que ce derniercas est impossible.Soit � un tel r�eseau. Quitte �a le remplacer par un r�eseau proportionel,on peut le supposer de minimum 1. On a alors N(��) = 0(�)2 = 103 . Onnote X 0 un demi-syst�eme de vecteurs minimaux de �.



46 BORIS VENKOVAppliqu�ee �a un vecteur minimal � de �� , la relation 10.11a s'�ecritsn (�; �) = 10s24 = A� 2 Z , qui montre que s est divisible par 12, soits = 12s1 . On sait (Watson, [W]) que l'on a s � 75 pour tout r�eseau dedimension 8 non semblable �a E8 . On a donc s1 � 6. (Comme on le verra,l'in�egalit�e s1 < 9 nous su�t.)Comme dans le cas de la dimension 9, on consid�ere maintenant unvecteur � arbitraire de �� ; on pose (�; �) = w et w = pq , (p; q) = 1.Les relations 10.11 montrent ques1w2 = s1p2q et 32s1w222:5 = 32s1p222:5q2sont entiers. Nous distinguons maintenant deux cas.cas 1 : s1 6= 5. On a alors p � 0 mod 5, soit p = 5p1 , et la relation 10.12entrâ�ne que 5s1p1(3p1 � 2q)16q2 est entier, donc que p1 est pair (faute dequoi, s1 serait divisible par 16). De ce fait, q est impair, et donc �egal�a 1 ou 3, et w est de la forme 53m , m entier. Ainsi, � = q 35 �� est unr�eseau dont tous les vecteurs sont de norme paire. C'est en particulier unr�eseau entier, donc de d�eterminant d entier. Le r�eseau �� = q 53 � estde minimum 53 , de d�eterminant 1d , et l'on a (��) = 53d1=8 < 2, doncd < ( 65 )8 < 5, i.e. d 2 f1; 2; 3; 4g . On doit exclure les valeurs 1; 2; 4, parceque l'annulateur de ��=� est un multiple de 3. Un th�eor�eme de Conwayet Sloane ([C-S], table 15.9), montre qu'il n'existe pas de r�eseau pair dedimension 8 et de d�eterminant 3.cas 2 : s1 = 5. C'est le cas s = 60, plus d�elicat que le pr�ec�edent. On aA� = 15p2q et B� = 3:60p28:10q2 = 9p24q2 , ce qui entrâ�ne encore que p est pair,soit p = 2p1 , et que q est �egal �a 1 ou 3.� Si q = 3, on a A� = 5p1 , B� = p21 , et C� = p1(p1 � 5)12 ne peut êtreentier que si p1 � 5 mod 3. Posons p1 � 5 = 3p2 . On a (3p2 + 5)p2 � 0mod 4, d'o�u p2 � 0 ou 1 mod 4. Donc, dans cette situation, w est del'une des formes w = 24p3 + 103 ou w = 24p4 + 163 .� Si q = 1, on a cette fois A� = 15p1 , B� = 9p21 et C� = p1(3p1 � 5)4 , etw est de l'une des formes w = 8p5 ou w = 8p6 + 6.Finalement, il y a a priori quatre formes possibles pour w , ce qui montreque les normes des vecteurs non nuls de �� font partie de la suite 103 , 163 ,6, 8, 343 , 403 , 14, 16, : : : Le r�eseau � = p3�� est donc (entier) pair.



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 47Quels que soient � et � dans Rn , on a l'identit�e (formule 6.5) :Xx2X0(x; �)2(x; �)2 = sn(n+ 2) �2(�; �)2 + (�; �)(�; �)�= 34 �2(�; �)2 + (�; �)(�; �)� :(11.3)Appliquons-la �a des �el�ements � et � de �. On a (�; �)(�; �) � 0 mod 4.Comme le premier membre de 11.3 est entier, (�; �) est pair. Donc,M = 1p2 � est entier, et les normes de ses vecteurs non nuls sont 5, 8, 9,12, : : :Nous allons maintenant montrer queM0 = fm 2M j (m;m) � 0 mod 3gest un sous-r�eseau d'indice 3 de M .Prenons en e�et �; � 2 �, soit � = p3�0 et � = p3�0 avec�0; �0 2 �� . La formule 11.3 montre alors que l'on a2(�; �)2 + (�; �)(�; �) = 12 Xx2X0(x; �0)2(x; �0)2 � 0 mod 12 ;et donc que deux �el�ements arbitraires m;m0 de M satisfont la congruence(11.4) (m;m0)2 � (m;m)(m0;m0) mod 3 :Il en r�esulte que M0 est un sous-groupe de M . En outre, la formule11.4 montre que si m et m0 sont deux �el�ements de M r M0 , on a(m � m0;m � m0) = (m;m) + (m0;m0) � 2(m;m0) � 0 mod 3 pour unchoix de signe convenable, d'o�u la majoration [M : M0] � 3, et doncl'�egalit�e [M :M0] = 3, vu que M contient des �el�ements de norme 5.Soit d l'entier det(M). On a det(M�) = 1d , et N(M�) = 23 puisqueN(M) = 5, d'o�u (M�) = 23d1=8 . De 8 � 2, on d�eduit d � 38 .Par ailleurs, la norme de M0 �etant minor�ee par la plus petite normed'un vecteur de M qui soit divisible par 3, on a N(M0) � 9. En majorantpar 2 l'invariant d'Hermite de M0 , on obtient 9= det(M0)1=8 � 2, i.e.det(M0) � ( 92 )8 , d'o�u la minorationd = det(M) = det(M0)=32 � 3142�8 = 38�2716�2 ;qui contredit la majoration d � 38 .



48 BORIS VENKOV12. La dimension 11.Dans cette dimension, comme dans le cas de la dimension 9, les r�eseaux� connus v�eri�ent l'in�egalit�e 0(�)2 � 4 < n+23 = 133 . (La valeur 4 estatteinte sur plusieurs r�eseaux, en particulier sur le r�eseau K11 , sur lequelest aussi atteinte la plus grande valeur connue de l'invariant d'Hermite.)Par des arguments analogues �a ceux qui ont �et�e utilis�es dans l'�etudedes dimensions 8 et 9, nous d�emontrons en fait :Th�eor�eme 12.1. Il n'existe pas de r�eseaux fortement parfaits dedimension 11.D�emonstration. Nous aurons besoin de majorations des invariants 0et s pour appliquer les formules 10.11 et 10.12. Rappelons celles quiapparaissent dans la table 10.13 : la borne de Rogers en dimension 11 est11 < 2; 408106, qui entrâ�ne 0112 � 211 < 5; 799. Le nombre de contactsdes empilements de sph�eres g�en�eraux est quant �a lui major�e par 915 (cf.[C-S], table 1.5), d'o�u s � 457, estimation certainement tr�es au-del�a de lar�ealit�e.Comme pr�ec�edemment, nous consid�erons s�epar�ement les r�eseaux detype g�en�eral et ceux de type minimal. Dans les deux cas, on consid�ere unr�eseau � de minimum 1 ; on a donc N(��) = 0(�)2 .Pour tout � 2 R11 , les relations 5.2 s'�ecrivent(12.2) Xx2X0(x; �)2 = s11(�; �) et Xx2X0(x; �)4 = 3s11:13(�; �)2 :Lorsqu'on les applique �a des vecteurs � de �� , on obtient des premiersmembres A(�) et B(�) qui sont entiers, ainsi que(12.3) C(�) = B(�)�A(�)12 = s (�; �)11:12:13(3 (�; �) � 13) :R�eseaux de type g�en�eral. C'est le cas 0(�)2 > 133 . Nous appliquons 12.2 et12.3 en choisissant � minimal dans �� . Le fait que � soit de type g�en�eralse traduit alors par C > 0, et les majorations de 0(�) et de s que nousavons rappel�ees montrent que l'on a C � 6; 79 : : : , i.e. C � 6. Il en r�esulteque (�; �) est racine de l'une des �equations3sX2 � 13sX � 11:12:13C = 0 ; C = 1; 2; 3; 4; 5; 6 ;pour lesquelles s est limit�e par l'encadrement n(n+1)2 = 66 � s � 457.Comme (�; �) doit être rationnel, le discriminant de l'�equation doit être



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 49un carr�e ce qui impose s � 0 mod 13, et un nombre modeste d'essais, quel'on peut con�er �a un ordinateur (et que l'on pourrait du reste restreindrepar des congruences modulo 13) montre qu'aucune de ces �equations neposs�ede de racine rationnelle dans les intervalles o�u doivent se trouver set C .R�eseaux de type minimal. C'est le cas 0(�)2 = 133 . En appliquant 12.2 �aun vecteur minimal � de �� , on voit que A(�) = sn (�; �) = 13s3:11 doitêtre entier, d'o�u s � 0 mod 33, soit s = 33s1 ; on a alors 2 � s1 � 13 (ets � 439).Nous appliquons maintenant 11.2 et 11.3 �a un vecteur � arbitraire de�� . On pose (�; �) = w et w = pq , (p; q) = 1. En �ecrivant que C(�) estentier, on obtient la conditions1p(3p� 13q)22:13:q2 2 Z ;d'o�u l'on d�eduit, compte tenu de la majoration s1 � 13, que q est impair(sinon, s1 serait divisible par 16) et que q2 divise 3s1 , d'o�u q = 1 ouq = 3.Nous distinguons maitenant deux cas.Cas 1 : s1 6= 13. Alors, on a s1 6� 0 mod 13, donc p � 0 mod 13. Lesnormes des vecteurs de �� sont donc des multiples entiers de 133 , et ler�eseau � = p2p13=3 �� est entier et pair, de minimumN(�) = 613N(��) = 6130(�)2 = 2 :Soit d = det(�). On a N(��) = 136 (car �� et � ont même invariant0 ) et det(��) = 1d , donc (�)� = 136 d1=11 , et la majoration de Rogersentrâ�ne 136 d1=11 < 2; 4082, i.e. d < 3; 2, soit d 2 f1; 2; 3g . On doit �ecarterla possibilit�e d = 1, car les r�eseaux unimodulaires pairs n'existent que dansles dimensions multiples de 8. Les tables 15.8 et 15.9 de [C-S] montrentque les seules possibilit�es sont que � soit isom�etrique �a l'orthogonal d'unvecteur de norme 2 ou 3 du r�eseau unimodulaire D+12 . Cela laisse apriori deux r�eseaux M2 et M3 possibles, tous deux de minimum 2,dont les r�eseaux duals ont pour minima respectifs 32 et 53 . On a donc0(M2)2 = 3 < 133 et 0(M3)2 = 103 < 133 , ce qui prouve que ces r�eseauxne sont pas fortement parfaits.[Le r�eseau M3 est isom�etrique au r�eseau A 211 de Coxeter.]



50 BORIS VENKOVCas 2 : s1 = 13, et donc, s = 3:11:13 = 429. La qualit�e m�ediocre desmajorations connues en dimension 11 tant de la constante d'Hermite quedu \kissing number" complique considerablement la d�emonstration quisuit.On a q = 3 ou q = 1, doncA = 13p; B = p2; C = p(p� 13)12ouA = 3:13p; B = 32p2; C = p(3p� 13)4 ;ce qui fait que les normes des vecteurs non nuls de �� font partie de la suite133 , 163 , 7, 8, 253 , 283 , 11, 12; : : : form�ee des nombres rationnels de l'unedes formes 12m+13 , 12m+43 , 4m� 1, 4m , commen�cant par 133 = N(��).On raisonne maintenant comme dans le cas de la dimension 8. Onpose � = p6�� ; c'est un r�eseau (entier) pair. Le calcul de la sommePx2X0(x; �)2(x; �)2 fait lors de la d�emonstration de la formule 11.3conduit �a une congruence analogue �a 11.4, �a savoir(12.4) 8!1; !2 2 �; 2(!1; !2)2 + (!1; !1)(!2; !2) � 0 mod 12 ;qui prouve que les produits scalaires (!1; !2) sont tous pairs, et donc queM = 1p2 � = p3�� est un r�eseau entier de minimum 13, dont les normesdes vecteurs non nuls appartiennent �a la suite 13; 16; 21; 24; : : :Il r�esulte aussi de 12.4 queM0 = fx 2M j (x; x) � 0 mod 3gest un sous-r�eseau de M , d'indice 3, et dont toutes les normes sontmultiples de 3. Le r�eseau pairM1 = fx 2M0 j (x; x) � 0 mod 2gassoci�e �a M0 ne contient que des vecteurs dont les normes sont multiplesde 6.Lemme 12.5. L'entier d = det(M) satisfait la double in�egalit�e7; 19537 < d1=11 < 7; 22432 .D�emonstration. On utilise la majoration de 11 rappel�ee au d�ebutdu x .Le r�eseau M� a pour d�eterminant 1d et pour minimum 13 . On a donc(M�) = d1=113 , d'o�u d1=11 � 311 < 7; 22432.



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 51On a par ailleurs det(M1) = 62d et N(M1) � 24, d'o�u (M1) �24(d2d)1=11 , ce qui entrâ�ne d1=11 � 2462=11:11 � 7; 19537 : : :Posons � = 1p6 M1 et � = det(�).Lemme 12.6. � est un r�eseau pair de minimum 4 , et � est l'un desentiers 267 = 3:89; 270 = 2:33:5; 273 = 3:7:13; 276 = 22:3:23 :D�emonstration. Soient !1; !2 2 M1 . En leur appliquant la relation12.4, on voit d'abord que l'on a 2(!1; !2)2 � 0 mod 12, donc que16 (!1; !2) est entier, puis que (!; !) � 0 mod 8 pour tout ! 2M . Alors,� est un r�eseau pair. Comme M1 est de minimum au moins 24, on aN(�) � 4, et en fait N(�) = 4, vu la majoration de Rogers de 11 .On a det(M1) = 62 det(M) = 62d , et aussi det(M1) = 611� , d'o�u d =69� . Le lemme 12.5 montre que � v�eri�e la double in�egalit�e 266 � � � 277,et tout revient �a d�emontrer que � est divisible par 3.Pour ce faire, nous revenons au r�eseau M , et appliquons 12.4 avec!2 2 M et !1 2 M0 . On a (!1:!1) � 0 mod 3 et (!2; !2) 2 Z ,donc (!1; !2) � 0 mod 3, i.e. 13!2 2 M�0 . L'inclusion M�0 � M�1 =1p6 ��montre qu'il existe ! 2 �� avec 13!2 = 1p6 ! . En prenant !2minimal dans M , on obtient (!; !) = 23(!2; !2) = 263 , ce qui prouve bienque le d�eterminant de � est divisible par 3.Fin de la d�emonstration du Th�eor�eme 12.1. On peut sans diminuer lag�en�eralit�e supposer que � est engendr�e par l'ensemble X de ses vecteursminimaux. Posons X1 = p2X . On aM1 = p6� �M �M� � 1p6 ��et � = p3M� , donc p2� � �� . En particulier, X1 est un sous-ensemblede �� .Pour x 2 X1 , posons �x = h�; xi . On a � � �x � �� , et la premi�ereinclusion est stricte, car (x; x) = 2 n'est pas la norme d'un vecteur de �.D'autre part, du fait que � est un r�eseau pair et que x est de norme paire,�x est pair, et en particulier entier. Il en r�esulte que det(�x) est entier,



52 BORIS VENKOVet de la forme �̀2 o�u ` = [�x : �] est un entier � 2. Par 12.6, on a lechoix entre seulement les deux possibilit�es` = 2 et � = 22:3:23 ou ` = 3 et � = 2:33:5 ;au sujet desquelles nous remarquons que l'entier ` ne d�epend pas du choixde x , puisqu'il est d�etermin�e par la valeur de � .Posons V = ��=�, et soit V` (` = 2 ou ` = 3) le sous-groupe des�el�ements de V annul�es par une puissance de ` . On a p6M� = p2� =hX1i � V` , mais p6M� est d'indice 6 dans �� , ce qui, si ` = 2 (resp. si` = 3) contredit le fait que � soit divisible par 23 (resp. par 5).13. Indications sur la dimension 10.On connâ�t les s�eries �n , Kn et K 0n pour 1 � n � 24. Il s'agit der�eseaux entiers de minimum 4 contenus dans le r�eseau de Leech �24 , dontles d�e�nitions sont bri�evement rappel�ees au x19. Les deux premi�eres sontclassiques; toutes trois sont d�e�nies de fa�con pr�ecise dans [M], ch. III, x7et ch. VIII, xx5, 7.Dans le cas n = 10 qui nous concerne ici, ce sont des r�eseaux extrêmes,ainsi que K 010� , mais ni ��10 , ni K�10 ne sont parfaits, vu l'in�egalit�es < n(n+1)2 . Les valeurs de l'invariant 0 sont 0(�10) = 83 , 0(K10) = 329et 0(K 010) = 4. On a donc l'in�egalit�e stricte 0(L) < n+23 pour L � �10et pour L � K10 , alors qu'il y a �egalit�e dans le cas de K 010 . Ainsi, aucundes quatre r�eseaux �10 , ��10 , K10 , K�10 ne peut être fortement parfait.En revanche, un calcul sur machine utilisant le th�eor�eme 8.1 prouve :Proposition 13.1. Les r�eseaux K 010 et K 010� sont fortement parfaitsde type minimal.On obtient ainsi deux r�eseaux fortement parfaits de dimension 10 ayantrespectivement 135 et 120 couples de vecteurs minimaux.On ne connâ�t pas de r�eseaux de dimension 10 d'invariant 0 > 4.En-dehors de K 010 et K 010� , l'�egalit�e 0(L) = 4 est connue seulement dansle cas des r�eseaux semblables �a l'un des deux r�eseaux isoduaux D+10 etQ10 (not�e F5 par Souvignier), dont on v�eri�e qu'ils ne sont pas fortementparfaits; c'est clair pour D+10 , qui a même ensemble de vecteurs minimauxque D 10 , et se v�eri�e �a l'aide du corollaire 8.3 dans le cas de Q10 .Le th�eor�eme et la conjecture ci-dessous ont �et�e indiqu�es dans le cours :



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 53Th�eor�eme 13.2. Un r�eseau fortement parfait de dimension 10 estde type minimal et d'invariant s �egal �a 120 ou �a 135 .Conjecture 13.3 2 ). Un r�eseau fortement parfait de dimension 10est semblable �a K 010 ou �a K 010� .14. Designs sph�eriques et probl�eme de Waring. Le cas dur�eseau de Leech.Nous traitons dans ce x la question suivante, mentionn�ee dans l'intro-duction : on cherche �a repr�esenter le polynôme homog�ene de degr�e 10 enn variables (t21+ � � �+t2n)5 comme somme de puissances 10-�emes de formeslin�eaires r�eelles (ou complexes), soit(14.1) (t21 + � � �+ t2n)5 = kXi=1 �i(xi;1t1 + � � �+ xi;ntn)10 ;l'entier k �etant le plus petit possible. On pose xi = (xi;1; : : : ; xi;n), et l'onsuppose que les vecteurs ont tous la même longueur. On d�emontre alors :Th�eor�eme 14.2. Pour n = 24 , une telle repr�esentation n'est possibleque si l'on a k � 98280 , et, s'il y a �egalit�e, alors les coe�cients �isont �egaux et les vecteurs �xi forment une con�guration semblable �a lacon�guration des vecteurs minimaux du r�eseau de Leech �24 .Corollaire 14.3. Les vecteurs minimaux du r�eseau de Leech formentun 11-design sph�erique.D�emonstration du th�eor�eme 14.2. Nous �etudions d'abord le cas d'unedimension n arbitraire, puis nous sp�ecialiserons l'�etude �a la dimen-sion n = 24. On note X l'ensemble des vecteurs xi . L'hypoth�ese signi�eque l'on a l'identit�e(14.4 a) 8� 2 Rn ; Xx2X �x(x; �)10 = (�; �)5 :Par applications successives de l'op�erateur �� aux deux membresde 14.4 a (cf. 1.5), on obtient les identit�es suivantes, que l'on utilisera avecn = 242 ) Cette conjecture vient d'être d�emontr�ee par Nebe et Venkov ([Ne-V1])



54 BORIS VENKOVXx2X �x(x; �)8 = n+ 89 (�; �)4 ;(14.4 b) Xx2X �x(x; �)6 = (n+ 8)(n+ 6)9:7 (�; �)3 ;(14.4 c) Xx2X �x(x; �)4 = (n+ 8)(n+ 6)(n+ 4)9:7:5 (�; �)2 ;(14.4 d) Xx2X �x(x; �)2 = (n+ 8)(n+ 6)(n+ 4)(n+ 2)9:7:5:3 (�; �) ;(14.4 e) Xx2X �x = (n+ 8)(n+ 6)(n+ 4)(n+ 2)n9:7:5:3:1 ;(14.4 f)Rappelons la notation suivante, introduite au d�ebut du x1 : pourx 2 Rn , on note �(m)x la forme lin�eaire � 7! (x; �)m .Lemme 14.5. Supposons que l'on ait une identit�e de la forme 14.4 a,�a savoir (�; �)5 = Xx2X �x(x; �)10 :Alors, pour tout v 2 Rn , on a l'identit�e�(5)v = Xx2X �x(A(x; v)5 +B(x; v)3(v; v) + C(x; v)(v; v)2)�(5)x ;avec A = 32:723 ; B = � 5:7:94(n+ 8) ; et C = 3:5:7:923(n+ 8)(n+ 6) :Admettons provisoirement ce lemme, et poursuivons la d�emonstra-tion de 14.2. Le fait que tout polynôme homog�ene de degr�e 5 soitcombinaison lin�eaire des �(5)v et le lemme 14.5 entrâ�nent la minorationjX j � dimFn;5 = �n+4n�1� , cf. x1. Pour n = 24, cette dimension est pr�ecis�e-ment 98280.Nous d�emontrons maintenant un peu plus qu'il n'est n�ecessaire, enprouvant en plus que l'�egalit�e jX j = dimFn;5 = �n+45 � n'est possibleque pour n = 24. Supposons donc l'�egalit�e ci-dessus v�eri��ee. Alors, les�(5)x forment une base de Fn;5 , et la d�ecomposition du lemme est unique.



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 55En appliquant le lemme �a un vecteur v = x0 2 X , on constate que �xne d�epend pas de x (on note alors � la valeur commune), et que, pourx1 6= x0 dans X , on a �(A(x1; x0)5 + B(x1; x0)3 + C(x1; x0))�(5) = 0.Cela signi�e que (x0; x1) est nul ou que (x0; x1)2 est racine du trinomeAX2 +BX + C .Soient � et �0 les racines de ce trinome, et soit u (resp. u0 ) le nombred'�el�ements x 2 X avec (x; x0) = � (resp. (x; x0) = �0 ). Les �equations14.4 a �a 14.4 e prennent la forme d'un syst�eme lin�eaire de 5 �equations enles 3 inconnues � , � = �u , �0 = �u0 , de la forme � + �i� + �0i�0 = �i(1 � i � 5). La compatibilit�e des �equations s'�ecrit en annulant desd�eterminants d'ordre 4. Comme les vecteurs-colonne des second membresne sont pas proportionnels pour deux valeurs distinctes de n , il y a au plusune possibilit�e pour n . On essaie alors n = 24, qui conduit �a � = 14 et�0 = 116 , et l'on constate que, pour n = 24, il y a une unique solution en(�; �; �0). En normalisant X �a la norme 4, on voit par le calcul de � et de�0 que les produits scalaires (x; x0); x 6= �x0 valent au signe pr�es 0, 1 ou2, et par le calcul de u et de u0 que les nombres de vecteurs respectifs deX sont 46576, 47104 et 4600 (et l'on v�eri�e par le calcul de � (on trouve� = 5122835 ) la compatibilit�e avec 14.4 f).On reconnâ�t l�a les multiplicit�es des valeurs des produits scalaires entrevecteurs minimaux du r�eseau de Leech, et nous allons prouver que Xengendre e�ectivement un r�eseau isom�etrique �a �24 .Soit � = fPx2X nxx j nx 2 Zg le sous-groupe de R24 engendr�e parX . Comme les produits scalaires entre vecteurs de � sont entiers, c'est ungroupe discret, donc un r�eseau d'un sous-espace de R24 . C'est même unr�eseau de R24 , faute de quoi, pour le choix d'un vecteur � non nul dans�? , le premier membre de 14.4 a serait nul, alors que le second ne le seraitpas. C'est en outre un r�eseau entier, car il est engendr�e par des vecteursde norme paire. On a donc l'inclusion � � �� , et nous allons montrer qu'ils'agit en fait d'une �egalit�e.Sinon, soit c 2 �� r � de norme minimale dans sa classe modulo �.On a alors j(c; x)j � 12 (x; x) = 2. (Sinon, en changeant x en �x , on peutsupposer que l'on a (c; x) > 2 ; pour c0 = c � x , on a (c0; c0) � (c; c) =4�2(c; x) < (c; c).) En notant m1 (resp. m2 ) le nombre de vecteurs x 2 Xavec (c; x) = 1 (resp. (c; x) = 2), on obtient en substituant c �a � dans14.4 un nouveau syst�eme de 5 �equations �a 3 inconnues m1 , m2 et t dela forme m1 +22im2 = citi (1 � i � 5), dont on v�eri�e cette fois qu'il estimpossible. Par cons�equent, un tel vecteur c n'existe pas, ce qui prouveque � est unimodulaire.



56 BORIS VENKOVExplicitement, en posant t = 22(c; c) , on obtient le syst�emem1+210m2 = 5670t5 , m1+28m2 = 5040t4 , m1+26m2 = 5400t5 , m1+24m2 =7560t5 , m1 + 22m2 = 16380t5 .L'�equation 14.4 a, appliqu�ee en prenant pour � un vecteur de norme 2de �, s'�ecrit Px2X(x; �)10 = 25��1 , �egalit�e impossible, car le secondmembre n'est pas entier.Par cons�equent, � est un r�eseau unimodulaire pair de dimension 24et de minimum m � 4. D'apr�es un th�eor�eme de Conway (cf. [C-S],chapitre 12), � est isom�etrique au r�eseau de Leech.D�emonstration du lemme 14.5. Supposons donc que l'on ait uneidentit�e de la forme 14.4 a :(�; �)5 = Xx2X �x(x; �)10 :En l'appliquant �a un �el�ement � = �v + �t avec �; � 2 R , v (resp. t)d�esignant un vecteur �xe (resp. ind�etermin�e) de Rn , on obtient l'identit�e(14.6) �(v; v)�2 + 2(v; t)�� + (t; t)�2�5 = Xx2X �x ((x; v)� + (x; t)�)10 ;dont les deux membres sont des polynômes de degr�e 10. En comparant lescoe�cients des termes en �5�5 , on obtient apr�es simpli�cation la nouvelleidentit�e Xx �x(x; v)5 (x; t)5 =239:7(v; t)5 + 23:59:7 (v; t)3(v; v)(t; t) + 53:7(v; t)(v; v)2(t; t)2 :(�)En appliquant �a 14.4b le proc�ed�e qui a permis de d�eduire 14.6 de 14.4 a,on obtient l'identit�e(14.7) �(v; v)�2 + 2(v; t)�� + (t; t)�2�4 = Xx2X �x ((x; v)� + (x; t)�)8 ;dont les deux membres sont des polynômes de degr�e 8. En comparant lescoe�cients des termes en �3�5 , il vient(��)Xx �x(x; v)3 (x; t)5 = (n+ 8)3:7 (v; t)(v; v)(t; t)2 + 22(n+ 8)9:7 (v; t)3(t; t) :La même m�ethode, mais en partant cette fois de 14.4 c, entrâ�nel'identit�e



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 57(14.8) �(v; v)�2 + 2(v; t)�� + (t; t)�2�3 = Xx2X �x ((x; v)� + (x; t)�)6 ;dont les deux membres sont des polynômes de degr�e 6. En comparant lescoe�cients des termes en ��5 , il vient(� � �) Xx �x(x; v) (x; t)5 = (n+ 8)(n+ 6)9:7 (v; t)(t; t)2E�ectuons maintenant la combinaison(14.9) 9:723 (�)� 5:7:94(n+ 8) (v; v) (��) + 3:5:7:923(n+ 8)(n+ 6) (v; v)2 (� � �) :On voit tout de suite que le membre de gauche est �egal au secondmembre de la formule de 14.5. Quant au membre de droite, on voit qu'ilcontient d'une part un terme en (v; v)5 provenant de (�) et a�ect�e ducoe�cient 1, et d'autre part deux termes en (v; t)3(v; v)(v; t) et troistermes (v; t)(v; v)2(v; t)2 , dont on v�eri�e qu'ils se d�etruisent. Le secondmembre de 14.9 est donc bien �egal �a �(5)v .15. Applications �a l'analyse fonctionnelle.On rappelle qu'un espace de Banach (r�eel) est un espace vectorielnorm�e complet sur R . Nous nous int�eressons ici �a des espaces de suites.On note `p (ou `1p ) l'espace des suites r�eelles x = (x1; : : : ; xn; : : : )de puissance p-i�eme absolument sommable, que l'on munit de la normekxkp = (P1i=1 jxi jp)1=p . On note `Np le sous-espace de `1p form�ee dessuites dont tous les termes sont nuls �a partir du rang N + 1, espace quel'on identi�e �a RN .Le cas p = 2 est particuli�erement int�eressant, puisqu'il s'agit d'unespace de Hilbert, de produit scalaire (x; y) =P1i=1 xiyi .Soient deux espaces `Np et `Mq . On s'int�eresse �a l'existence d'immersions`Np ,! `Mq , c'est-�a-dire d'applications lin�eaires injectives conservant lanorme.Un th�eor�eme non constructif de Dvoretski (cf. [L-V]) a�rme l'existenced'immersions de `12 dans `1q pour tout q . Il est int�eressant d'obtenir desr�esultats explicites pour les dimensions �nies.L'�etude de l'ensemble X des vecteurs minimaux du r�eseau de Leechpermet de consid�erer le cas des param�etres p = 2, N = 24, q = 10,



58 BORIS VENKOVM = 98280 : le fait que les polynômes (�; �)5 et Px2X(x; �)10 soientproportionnels entrâ�ne l'existence d'une constante r�eelle c telle que l'onait l'identit�e (�; �) = c Xx2X(x; �)10!1=10 ;ce qui prouve l'existence du plongement.La situation est analogue dans le cas du r�eseau E8 , avec les param�etresp = 2, N = 8, q = 8, M = 120.16. R�eseaux unimodulaires et formes modulaires.Les formes modulaires sont des fonctions complexes d�e�nies sur ledemi-plan sup�erieur et qui, outre certaines propri�et�es r�egularit�e, v�eri�entcertaines formules de transformation sous l'action homographique d'unsous-groupe � d'indice �ni de SL2(Z). Ici, nous n'utiliserons que les formespour lesquelles � est le groupe SL2(Z) tout entier. De ce fait, le lecteurtrouvera l'essentiel de ce dont il a besoin dans le livre de Serre ([Se],chapitre VII); nous renvoyons �egalement �a celui de Ogg ([Ogg]; voir enparticulier le chapitre VI) pour quelques compl�ements.La plupart des r�esultats de ce x se trouvent d�ej�a dans l'article [V2],datant de 1984.On consid�ere un r�eseau � de Rn , dont on note S l'ensemble desvecteurs minimaux, et l'on suppose que � est fortement parfait, autrementdit que S est un 5-design sph�erique, ce qui revient �a dire que, pourtout polynôme homog�ene harmonique non constant P sur Rn de degr�edeg(P ) � 5, on a Px2S P (x) = 0.On sait (x6) qu'un tel r�eseau est rationnel, c'est-�a-dire proportionnel �aun r�eseau entier. Nous normalisons � de fa�con qu'il soit pair. Pour toutentier k , on note �k l'ensemble des �el�ements de � de norme k , ensemblequi ne peut être non vide que si k est pair. On pose alorsak(P ) = Xx2�2k P (x) ;et l'on associe �a � et �a P la s�erie g�en�eratrice de la suite (ak), �a savoir las�erie formelle ��;P =Xk2Nak(P )qk 2 R[[q]] :



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 59Si p = 1, il s'agit alors de la s�erie � usuelle du r�eseau �.Soit D = ��=�, groupe que l'on munit de la forme quadratiquex 7! d(x) = 12 (x; x) �a valeurs dans Q=Z . Soit ` l'annulateur de D ; c'estaussi le plus petit entier pour lequel `d est la forme quadratique nulle; onl'appelle le niveau de �. Nous int�eresserons ici aux r�eseaux de niveau 1 ;ce sont les r�eseaux unimodulaires pairs.On fait de la s�erie � d�e�nie ci-dessus une fonction d'une variablecomplexe z d�e�nie sur le demi-plan sup�erieur (ou demi-plan de Poincar�e)H en posant q = e2i�z . Noter que la condition z 2 H �equivaut �a jqj < 1,et assure la convergence de la s�erie thêta, cf. [Ogg].Rappelons qu'une forme modulaire de poids $ (pour le groupe � =SL2(Z)) est une fonction f holomorphe sur H , se transformant sousl'action des homographies associ�ees aux �el�ements � a bc d� de � par laformule f �az + bcz + d� = (cz + d)$f(z) ;et qui est en outre \holomorphe aux pointes de �", ce qui signi�e icisimplement qu'elle est born�ee sur les bandes verticales. On dit que f estparabolique si elle s'annule \aux pointes de �", c'est-�a-dire si elle tendvers 0 �a l'in�ni dans les directions verticales. L'holomorphie aux pointesse traduit par l'existence d'un d�eveloppement en s�erie de Fourier de laforme f(z) = 1Xp=0 ap(f) e2i�x ;les formes paraboliques sont alors caract�eris�ees par la condition a0(f) = 0.L'ensemble des formes modulaires (resp. paraboliques) de poids $ ,auquel on adjoint le forme nulle, est un espace vectoriel complexe, not�eM$ (resp. S$ ).Th�eor�eme 16.1 (Schoeneberg; cf. [Ogg]). Soit � un r�eseau unimodu-laire pair de dimension n , et soit P un polynôme harmonique homog�ene.Alors, ��;P est une forme modulaire de poids n2+deg(P ) . C'est une formeparabolique si deg(P ) > 0 .On montre (cf. [Se], chapitre VII, th�eor�eme 4 et son corollaire 1;toutefois, Serre note k ce que nous notons 2k ) que le poids est un entier2k � 0 pair, et que l'on a la formule de dimension



60 BORIS VENKOVdimM2k(SL2(Z)) = �2k12� ou �2k12�+ 1selon que l'on a 2k � 2 mod 12 ou 2k 6� 2 mod 12. (Le poids 2 estimpossible.) Nous aurons besoin aussi du r�esultat classique suivant :Th�eor�eme 16.2. La dimension d'un r�eseau unimodulaire pair est unmultiple de 8 .[Ce th�eor�eme peut se d�emontrer �a l'aide de la th�eorie des formes modulaires. Ontrouvera dans [Se], ch. V, une d�emonstration purement alg�ebrique de ce r�esultat,consistant �a en g�en�eraliser l'�enonc�e de fa�con �a y inclure les \r�eseaux ind�e�nis"non n�ecessairement pairs, puis �a traiter le cas ind�e�ni �a l'aide d'un th�eor�eme declassi�cation.]En exhibant une base de l'espace des formes modulaires de poids $donn�e ([Se], corollaire 2 au th�eor�eme 4 du chapitre VII), on montre qu'ilexiste une unique forme modulaire pour SL2(Z) de poids $ donn�e dontles coe�cients a0; : : : ; ar�1 (r = dimM$(SL2(Z)) ont une valeur donn�ee.On montre en outre que, pour le choix a1 = � � � = ar�1 = 0 (et a0 = 1), lecoe�cient ar est non nul. Il en r�esulte que, si � est un r�eseau unimodulairepair d�epourvu de vecteurs de norme 2; : : : ; 2r � 2, alors le nombre devecteurs de norme k donn�ee de � est d�etermin�e de fa�con unique quelquesoit k .[Le fait que le coe�cient ar soit non nul, et même strictement positif, peut êtreextrait de l'article [Sg], dans lequel Siegel d�emontre l'existence pour toute formede poids 2r d'une relation de d�ependance c0a0 + � � � + crar = 0 �a coe�cientsci entiers ([Sg], th�eor�eme 1), avec en outre cr = 1 ([Sg], formules (5) et (10)) etc0 < 0 ([Sg], �n de la d�emonstration du th�eor�eme 2).]D�efinition 16.3. Un r�eseau unimodulaire pair de minimum 2r estdit extr�emal.En dimension 8 et 16, les r�eseaux extr�emaux sont les r�eseaux D+8 = E8 ,E8 ? E8 et D+16 , de minimum 2 (notations de [C-S] ou [M], chapitre 4). Endimension 24, le minimum passe �a 4 (les sauts de dimension de l'espacedes formes modulaires ont lieu pour les dimensions de � multiples de 24).L'unique r�eseau extr�emal est alors le r�eseau de Leech (th�eor�eme de Conway,cf. [C-S], chapitre 12). Le minimum est encore 4 en dimension 32 et 40,puis devient 6 en dimension 48 (o�u 3 r�eseaux sont connus), 56, 64, etc. On



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 61connâ�t des r�eseaux extr�emaux seulement dans les dimensions 8 �a 64 et 80,le premier cas ouvert se pr�esentant en dimension 72 (pour le minimum 8).On sait par ailleurs ([M-O-S], [V2]) qu'il n'existe pas de r�eseaux extr�emauxde dimension arbitrairement grande. (�A isom�etrie pr�es, il n'existe doncqu'un nombre �ni de r�eseaux unimodulaires pairs extr�emaux.)Le rôle des multiples de 24 apparâ�t dans l'�enonc�e suivant (que nousconnaissons d�ej�a jusqu'�a la dimension 24), qui nous oblige �a distinguertrois cas, selon que n = dim� est congru �a 0, 8 ou 16 modulo 24.Th�eor�eme 16.4. Soit � un r�eseau (unimodulaire, pair) extr�emal,d'ensemble de vecteurs minimaux S .(1) Si n � 0 mod 24 , S est un 11-design sph�erique.(2) Si n � 8 mod 24 , S est un 7-design sph�erique.(3) Si n � 16 mod 24 , S est un 3-design sph�erique. En particulier, cesr�eseaux sont tous fortement eutactiques, et ceux de dimension noncongrue �a 16 modulo 24 sont fortement parfaits.Remarque 16.5. On peut être un peu plus pr�ecis : les valeurs t = 3,t = 7, t = 11 qui apparaissent dans l'�enonc�e ne peuvent pas être eng�en�eral am�elior�ees (nous le savons jusqu'�a la dimension 24 ; voir aussi laremarque 16.8 ci-dessous), mais les sommes Px2S P (x) sont encore nulleslorsque P est harmonique de degr�e t + 3, et aussi �evidemment t + 2 ett+ 4. On dit alors que S est un (t+ 12 )-design sph�erique.D�emonstration. Avant de passer �a la d�emonstration proprement ditedu th�eor�eme et de la remarque qui suit, nous rappelons quelques propri�et�esde l'alg�ebre des formes modulaires sur SL2(Z). C'est une alg�ebre gradu�ee(par le poids), qui s'identi�e en tant qu'alg�ebre gradu�ee �a l'alg�ebre despolynômes C [E4 ; E6] , o�u E4; E6 , de poids respectifs 4 et 6, sont les deuxpremi�eres s�eries d'EisensteinE4 = 1 + 240q + : : : et E6 = 1� 504q + : : : ;normalis�ees pour prendre la valeur 1 �a la pointe 1 , cf. [Se], chapitre VII,corollaire 2 au th�eor�eme 4 et n� 4.2. (Noter que E4 est la s�erie thêtadu r�eseau E8 , cf. [Se], chapitre VII, n� 6.6, mais que E6 , qui poss�ededes coe�cients n�egatifs, n'est pas la s�erie thêta d'un r�eseau.) Une formemodulaire de poids $ est donc un polynôme isobare de poids $ en E4; E6 ,somme de monomes E�4 E�6 avec 4�+ 6� = $ . En particulier, une forme



62 BORIS VENKOVparabolique est de poids multiple de 12, les formes paraboliques de poids12 �etant proportionnelles �a� = 11728(E34 �E26 ) = q � 24q2 + � � � = 1Xn=1 �(n)qn :(On a 1728 = 123 ; n 7! �(n) est la fonction de Ramanujan.)Plus g�en�eralement, les formes Panqn avec a0 = � � � = ak = 0 sont lesmultiples de �k+1 .On consid�ere donc un r�eseau � de dimension n = 24k + " , " = 0, 8ou 16, qui est extr�emal, ce qui �equivaut �a la condition N(�) = 2k + 2.Sa s�erie thêta est une forme modulaire de poids 12k + "2 , qui s'exprimecomme la valeur d'un polynôme isobare Q en E4 et E6 : on a�� = Q(E4; E6) = 1 + ak+1qk+1 + ak+2qk+2 : : : ;et les coe�cients am = j�2mj ne d�ependent pas de �, �etant d�etermin�espar les k + 1 conditions a0 = 1, a1 = � � � = ak = 0. Rappelons que lecoe�cient ak+1 est non nul, et même strictement positif.Au r�eseau � et �a un polynôme harmonique P , on associe la fonctionthêta(16.6) ��;P = 1Xp=1 � Xx2�2p P (x)�qp ;si elle est non nulle, c'est une forme modulaire de poids n2 + degP . Si enoutre P est non constant, ses coe�cients ai; i � k sont nuls (a0 parceque P (0) = 0, les autres parce que �i est vide). Il en r�esulte qu'elle estde la forme �k+1h , o�u h est une forme modulaire dont nous notons $ lepoids lorsqu'elle n'est pas nulle. Ainsi, si la s�erie (16.6) est non nulle, on a(16.7) 12k + "=2 + degP = 12(k + 1) +$ :Posons t = 11; t = 7; t = 3 selon que l'on a " = 0; " = 8; " = 16. On at+ 1 = 12� "=2 ; la relation 16.7 prend alors la formedegP = t+ 1 +$ ;qui entrâ�ne l'alternativedegP > t ou 8 p > 0; Xx2�2p P (x) = 0 :



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 63En particulier, la somme Px2�2k+2 P (x) est nulle pour tout polynômeharmonique non constant de degr�e au plus t , ce qui est l'assertion duth�eor�eme 16.4. En outre, comme il n'existe pas de forme modulaire depoids 2, l'�egalit�e 16.7 est impossible avec degP = t+3. En cons�equence,la somme Px2�2k+2 P (x) est �egalement nulle pour degP = t + 3, ce quijusti�e la remarque 16.5.Remarque 16.8. La question de savoir s'il est possible qu'un r�eseauextr�emal soit un (t+1)-design (t 2 f11; 7; 3g comme ci-dessus) est ouvertepour la plupart des dimensions. Quelques r�esultats d'impossibilit�e �gurentdans [Mar1], x4. En particulier, en dimension 40, S n'est jamais un4-design sph�erique; autrement dit, les r�eseaux extr�emaux de dimension 40ne sont pas fortement parfaits. Cela n'empêche pas que certains d'entreeux soient parfaits.Remarque 16.9. Des r�esultats analogues au th�eor�eme 16.4 existentdans le cas de certains r�eseaux `-modulaires au sens de Quebbemann(r�eseaux L entiers pairs tels qu'il existe une similitude de rapport p`appliquant L� sur L), en particulier lorsque ` = 2 ou ` = 3 (le cas ` = 1est celui des r�eseaux unimodulaires). Cela s'applique par exemple avec` = 2 au r�eseau de Barnes-Wall �16 et aux r�eseaux de Bachoc, de Nebe,et de Quebbemann de dimension 32 et de minimum 6, et avec ` = 3 aur�eseau K12 de Coxeter-Todd. Pour les d�etails, nous renvoyons le lecteur �al'article [Bc-V] de C. Bachoc et B. Venkov.17. Sections fortement parfaites de r�eseaux unimodulaires.Le th�eor�eme 16.4 ne concerne que des r�eseaux extr�emaux. On peutcependant construire des r�eseaux fortement parfaits par section �a partirde r�eseaux unimodulaires pairs non extr�emaux. Un des cas les plus int�eres-sants est le suivant :Th�eor�eme 17.1. Soit � un r�eseau unimodulaire pair de dimension 32dont l'ensemble R des racines constitue un syst�eme irr�eductible de l'undes types ? , AAA1 , AAA2 , DDD4 , EEE6 , EEE7 , EEE8 . On note E le sous-espacede RN � ' R32 engendr�e par R et � = E? \ � la section de � parl'orthogonal E? de E . Alors, � est un r�eseau fortement parfait.



64 BORIS VENKOVAvant de commencer la d�emonstration proprement dite, nous faisonsquelques rappels. D�esignons par �m l'ensemble des vecteurs de � denorme m . Alors, �2 est l'ensemble des racines de � (vecteurs indivisiblesde � tels que la r�eexion orthogonale qu'ils d�e�nissent stabilise �). Onnote Q(R) le sous-r�eseau de � engendr�e par R (de dimension en g�en�eralplus petite que celle de �) et P (R) = Q(R)� le r�eseau dual de Q(R)dans RN Q(R) ; c'est le r�eseau des poids. Rappelons aussi qu'un poids� 2 P (R) est dit minuscule si les produits scalaires (�; r) ne prennent queles valeurs 0;�1 sur R .On remarque que la liste des syst�emes de racines non vides qui inter-vient dans l'�enonc�e du th�eor�eme est exactement la liste des syst�emes deracines dont les poids minuscules non nuls ont une même norme. En fait,0 est l'unique poids minuscule de EEE8 ; dans le cas des syt�emes AAA1 , AAA2 ,DDD4 , EEE6 , EEE7 , ces normes sont 12 , 23 , 1, 43 , 32 respectivement, cf. [Bou],chapitre VI, x1, exercice 24 et x4, exercice 15.D�emonstration du th�eor�eme 17.1. Nous allons utiliser les formulessuivantes, qui se trouvent dans [V3] et [V4], valables pour n'importequel r�eseau unimodulaire pair de dimension 32 ; dans ces formules, ona X = �4 , R = �2 , et � est arbitraire dans R32 :Xx2X(x; �)4 =(22:32 jRj+ 24:34:5) (�; �)2+ 23:3:19Xr2R(r; �)4 � 23:32:7 (�; �)Xr2R(r; �)2 ;(17.2)Xx2X(x; �)6 =(2:3:5 jRj+ 24:32:52) (�; �)3 � 26:32Xr2R(r; �)6+ 22:32:52 (�; �)Xr2R(r; �)4 � 22:33:5 (�; �)2Xr2R(r; �)2 :(17.3)[Ces formules, qui peuvent être consid�er�ees comme une extension parl'adjonction de termes correctifs des formules plus simples du cas extr�emal,s'obtiennent ainsi : pour � 2 R32 donn�e, on consid�ere les polynômes deGegenbauerP�2m(x) = (x; �)2m + c1(x; x) (�; �) (x; �)2m�2 + : : :relatifs �a � , c'est-�a-dire les polynômes harmoniques de degr�e 2m de termedominant (x; �)2m ; les s�eries thêta de � �a coe�cients P�2m sont des formesmodulaires paraboliques de poids 16 + 2m pour le groupe SL2(Z) ; pourm = 2; 3, l'espace des formes paraboliques de poids 16 + 2m est dedimension 1 ; les formules 17.2 et 17.3 en r�esultent.]



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 65Posons F = E? (orthogonal de E dans R32 ) (on a donc une d�ecom-position orthogonale R32 = E ? F ). Pour tout � 2 R32 , notons �1 et �2les projections orthogonales respectives de � sur E et sur F . PosonsXE = X \ E et XF = X \ F(on rappelle que X = �4 est l'ensemble des vecteurs de norme 4 de �),et soit X� = X r (XE [ XF ), ensemble des vecteurs de norme 4 de Xqui ne sont ni dans E , ni dans F . Tout x 2 X� d�e�nit un poids surR , qui est non nul, puisque x =2 F . C'est un poids minuscule : en e�et, ilexisterait sinon r 2 R avec j(x; r)j � 2, donc j(x; r)j = 2, vu la majoration(x; r)2 � (x; x) (r; r) = 8 ; mais si (x; r) = �2, alors x� r est une racine;il s'en suit que x = �r+(x�r) est somme de deux racines (orthogonales),d'o�u x 2 E , i.e., x 2 XE , contrairement �a l'hypoth�ese x 2 X� .Comme dans notre situation tous les poids minuscules non nuls sont demême norme, que nous notons � (d'o�u la notation X� ), on a(x1; x1) = � pour tout x 2 X� ;et donc (x2; x2) = 4� � pour tout x 2 X� :Appliquons maintenant les formules 17.2 et 17.3 en prenant � dans F .On a alors (x; �) = (x2; �) et (�; r) = 0 pour tout r 2 R , ce qui donneles deux relations(17.4) Xx2X(x2; �)4 = c1 (�; �)2et(17.5) Xx2X(x2; �)6 = c2 (�; �)3dans lesquelles c1 et c2 sont deux constantes qu'il est inutile d'expliciter.Si x 2 XE , on a x2 = 0, si bien que les �el�ements de X2 ne donnent pasde contribution aux sommes pr�ec�edentes, que l'on peut de ce fait �ecrire enmettant en �evidence les parties XF et X� de notre partition de X :Xx2XF (x; �)4 + Xx2X�(x2; �)4 = c1(�; �)2 ;(17.6) Xx2XF (x; �)6 + Xx2X�(x2; �)6 = c2(�; �)3 :(17.7)[Noter que x = x2 si x 2 F .]



66 BORIS VENKOVTransformons maintenant la formule 17.7 en lui appliquant l'op�erateurde Laplace relatif �a F par raport �a x : on obtient (cf. exemple 1.5) l'identit�e(17.8) 6:5:4 Xx2XF (x; �)4 + 6:5:(4� �) Xx2X�(x2; �)4 = c3(�; �)2de degr�e 4, dans laquelle c3 d�esigne une nouvelle constante.Les identit�es 17.6 et 17.8 peuvent s'interpr�eter comme un syst�emelin�eaire dont les inconnues sont les sommes sur XF et sur X� . Comme� 6= 0, c'est un syst�eme de Cramer. On en d�eduit en particulier l'existenced'une identit�e de la formeXx2XF (x; �)4 = d (�; �)4o�u d est une nouvellle constante, ce qui d�emontre que � = � \ F estfortement parfait.Remarque 17.9. De la d�emonstration ci-dessus, on d�eduit �egalementl'existence d'une formule(17.10) Xx2X�(x; �)4 = e (�; �)4dans laquelle e est une constante, mais cela ne su�t pas �a d�emontrer quela projection prF (X�) de X� sur F est un 4-design sph�erique, �a causede la pr�esence possible de multiplicit�es dans le premier membre de 17.10.Toutefois, une �etude cas par cas permet de v�eri�er d'une part que lesmultiplicit�es sont constantes, et d'autre part que prF (X�) est l'ensembledes vecteurs minimaux du r�eseau dual de � = � \ F , ce qui montre quele r�eseau dual de � est aussi fortement parfait.Commentaires.(1) Lorsque R =DDD4;EEE6;EEE7;EEE8 , les r�eseaux � du th�eor�eme 17.1 sontconnus. En fait, il s'agit de r�eseaux pairs de minimum 4, de dimensions28; 26; 25; 24 et de d�eterminants 4; 3; 2; 1.Lorsque R =DDD4 , on montre que ce sont exactement les parties pairesdes r�eseaux unnimodulaires de dimension 28 sans racine et de type g�en�eral(i.e., sans vecteur caract�eristique de norme 4). Ces r�eseaux on �et�e class�espar Bacher et Venkov ([Ba-V]); il y en a 31 parmi les 33 r�eseaux �enum�er�esdans [Ba-V].



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 67Lorsque R = EEE6 , � est un r�eseau pair sans racine de d�eterminant 3.Borcherds a montr�e dans sa th�ese ([Bo]) qu'il existe un unique r�eseau dece type.Lorsque R = EEE7 , � est un r�eseau pair sans racine de d�eterminant 2.Borcherds a montr�e dans sa th�ese qu'il n'existe pas de tels r�eseaux; iln'existe donc pas de r�eseaux unimodulaires pairs de dimension 32 desyst�eme de racines EEE7 .Lorsque R = EEE8 , � est �evidemment le r�eseau de Leech �24 .(2) En revanche, le cas o�u R est l'un des syst�emes AAA1 ou AAA2 conduit�a des r�eseaux qui ne sont pas class�es, et qui sont assez nombreux.Le cas de R = AAA1 est le plus int�eressant. En e�et, � = � \ F est unr�eseau pair de dimension 31, de d�eterminant 2 et de minimum 4, et les r�e-seaux � et �� sont tous deux fortement parfaits. On montre que l'on peutmunir l'ensemble des couples �x de vecteurs minimaux des r�eseaux ��d'une structure de graphe, qui est un graphe fortement r�egulier poss�edantles mêmes param�etres que les graphes g�eom�etriques construits �a partir desyst�emes de sextuples de Steiner sur 496 points. Pour plus de d�etails, nousrenvoyons le lecteur �a [V1].18. Les r�eseaux de Barnes-Wall.Il s'agit de r�eseaux de dimensions n = 2d; d � 3, not�es BW2d , dont lad�e�nition est rappel�ee ci-dessous. Dans une normalisation convenable, ilssont alternativement unimodulaires et 2-modulaires. Le d�ebut de la s�eriea d�ej�a �et�e rencontr�e : on a BW8 ' E8 , BW16 est le r�eseau lamin�e �16 , etBW32 est un r�eseau unimodulaire pair extr�emal.J. Nottebaum a montr�e dans son Diplomarbeit ([Nt]) que ces r�eseauxsont fortement parfaits. Le th�eor�eme ci-dessous est un peu plus pr�ecis queson r�esultat :Th�eor�eme. Les ensembles de vecteurs minimaux des r�eseaux deBarnes-Wall de dimension n � 8 sont des 7-designs sph�eriques.Le th�eor�eme ci-dessus montre qu'il s'agit d'une famille in�nie de r�e-seaux fortement parfaits. Pour l'instant, c'est la seule famille connue der�eseaux fortement parfaits de dimensions non born�ees. On notera que, entant que r�eseaux 1- ou 2-modulaires, les r�eseaux de Barnes-Wall ne sont



68 BORIS VENKOVextr�emaux que jusqu'�a la dimension 32. Les m�ethodes modulaires du x16ne s'appliquent donc pas au-del�a de la dimension 32.Soit d � 3 un entier; on note m la partie enti�ere de d2 . Dans l'espaceeuclidien E2d de dimension n = 2d , on consid�ere une base orthogonale(ea) index�ee par Fd2 et normalis�ee par (ea; ea) = 2�m ; en interpr�etantea comme la fonction caract�eristique de fag � Fd2 , on identi�e F2d2 �al'ensemble des applications Fd2 ! F2 .On d�esigne par Gd;` l'ensemble des sous-espaces a�nes de dimension `de Fd2 et par R(d; `) le sous-espace de Fd2 engendr�e par Gd;` ; c'est le codede Reed-Muller. Pour d �x�e, les R(d; `) forment une suite embô�t�ee decodes lin�eaires binaires de longueur 2d .Pour un sous-ensemble v de Fd2 , soit[v] =Xa2v ea 2 E2d :D�efinition 18.1. Le r�eseau de Barnes-Wall BWn est le r�eseau de E2dengendr�e par les 2m�k [v] , o�u v 2 R(d; 2k) et k = 0; : : : ;m (m = bd2c).On notera que, pour v 2 Gd;2k , la norme de 2m�k [v] est �egale �a22(m�k) 22k 2�m = 2m .Voici quelques propri�et�es des r�eseaux de Barnes-Wall ; pour plus ded�etails, voir l'article [B-E] de Brou�e et Enguehard.Le r�eseau BWn = BW2d est pair de norme 2m et son grouped'automorphismes op�ere transitivement sur l'ensemble Sd de ses �el�ementsde norme 2m . La structure de Sd est connue. En fait, pour A � Fd2 , soit"a : E2d ! E2dea ! � ea si a =2 A�ea si a 2 A ;et, pour v 2 Gd;` , d�esignons par Sd(v) l'ensemble des �el�ements de Sd dela forme 2m�k"A [v] o�u A est tel que "A est un automorphisme de BWd .Alors, on a Sd(v) � Sd , et(18.2) jSd(v)j = 21+2k+(2k�1)kest ind�ependant de v 2 Gd;2k . De plus,



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 69(18.3) Sd = m[k=0 [v2Gd;2k Sd(v)et par cons�equent(18.4) jSdj = mXk=0 21+2k+(2k�1)k� d2k�2 2d�2k = 2d+1 mXk=0 2(2k�1)k� d2k�2 ;o�u � d̀ �2 = (2d � 1) : : : (2d�`+1 � 1)(2` � 1) : : : (2� 1)est le nombre de sous-espaces vectoriels de dimension ` de Fd2 .Th�eor�eme 18.5. L'ensemble Sd des vecteurs minimaux de BW2d ,d � 3 , est un 7-design sph�erique.D�emonstration. On sait que BW2d est de norme 2m , m = bd2c .D'apr�es le th�eor�eme 8.1, il su�t de montrer que pout tout y 2 Sd , ona l'identit�e(18.6) Xx2Sd(x; y)6 = 1:3:52d (2d + 2) (2d + 4) (2m)6 jSdj :Comme le groupe Aut(BW2d) op�ere transitivement sur Sd = S(BW2d),il su�t de v�eri�er l'identit�e ci-dessus pour un �el�ement y de Sd . Puisque0 2 Gd;0 , l'�el�ement 2m[0] = 2m e0 appartient �a Sd . C'est lui que nouschoisissons comme �el�ement y du membre de gauche de 18.6.Pour v 2 Gd;2k , on a(2m�k[v]; 2me0)2p =8><>: (2m�k 2m 2�m)2p = 22p(m�k)si v est un sous-espace vectoriel de Fd2 ,0 sinon,puis, d'apr�es 18,2,Xx2Sd(v)(x; 2me0)2p =8><>: 22p(m�k)+1+2k+(2k�1)ksi v est un sous-espace vectoriel de Fd2 ,0 sinon,et en�n, d'apr�es 18,3,



70 BORIS VENKOVXx2Sd(v)(x; 2me0)2p = 22pm mXk=0 2�2pk+1+2k+k(2k�1)� d2k�2= 22pm+1 mXk=0 2(2k�1)k� d2k�2 � 12p�1�2k= 22pm+1 hd� 12p�1� ;(18.7)o�u hd(z) = mXk=0 2(2k�1)k � d2k�2 z2k 2 Z[z] :Pour calculer hd(z), il est commode d'introduire le polynômegd(z) = dX̀=0 2`(`�1)=2� d̀ �2z` 2 Z[z] ;de sorte que 2hd(z) = gd(z) + gd(�z).Lemme 18.8. Pour tout d � 1 , on agd(z) = (1 + z) (1 + 2z) : : : (1 + 2d�1z) :D�emonstration de 18.8. La formule est vraie pour d = 1, et l'onconclut par r�ecurrence �a l'aide de l'identit�e�d+ 1` �2 = � d̀ �2 + 2d�`+1� d`� 1�2 :Fin de la d�emonstration de 18.6. Il r�esulte du lemme ci-dessus quel'on a gd(� 122 ) = 0 pour tout d � 3. Par cons�equent, la formule 18.7 peuts'�ecrireXx2Sd (x; 2me0)6 = 26mgd( 122 )= 26m(1 + 122 ) (1 + 222 ) : : : (1 + 2d�122 )= 26m 5:322:2(1 + 1) : : : (1 + 2d�3)= 26m 1:3:52 (2d�1 + 1) 22 (2d�2 + 1)� (1 + 1) : : : (1 + 2d�3) (1 + 2d�2) (1 + 2d�1)= 26m 1:3:5 2d gd(1)2d (2d + 2) (2d + 4) :



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 71En utilisant la d�e�nition de hd et la description de Sd donn�ee en 18.3, onobtient jSdj = 2d+1hd(1) = 2d�gd(1) + gd(�1)� = 2dgd(1)(puisque gd(�1) = 0), ce qui ach�eve la d�emonstration de la formule 18.6et donc aussi celle du th�eor�eme 18.5.Remarque 18.9. Une d�emonstration en tous points analogue �a lapr�ec�edente permet de prouver que l'ensemble des vecteurs minimaux desr�eseaux de Barnes-Wall BW2d , d � 3 forme un 7 12 -design au sens dela remarque 16.5, c'est-�a-dire que les sommes Px2Sd P (x) sont nulleslorsque P est un polynôme harmonique homog�ene de degr�e 10, mais que,en revanche, cet ensemble n'est pas un 8-design, autrement dit que cessommes sont non nulles lorsque P est de degr�e 8. La v�eri�cation de cesassertions est laiss�ee au lecteur.Remarque 18.10. Le groupe d'automorphismes de BW2d , calcul�epar Brou�e et Enguehard ([B-E]), est pour d � 4 un sous-groupe d'indice 2dans un \groupe de Cli�ord 21+2d+ � O+(2d; 2)", qui apparâ�t dans diverscontextes (codes quantiques, \spreads" orthogonaux, codes binaires). Lesinvariants des groupes de Cli�ord sont notamment li�es aux codes binaires,voir �a ce sujet le travail r�ecent [N-R-S] de Nebe, Rains et Sloane, ainsique les articles de Runge ([Ru]) et de Sidel�nikov ([Si]). En particulier, legroupe 21+2d+ �O+(2d; 2) n'a pas d'invariants harmoniques dans les degr�es2, 4, 6, 10. Cela entrâ�ne que les diverses couches de la r�eunion d'un r�e-seau de Barnes-Wall et de son dual renormalis�es au même minimum sontdes 7 12 -designs sph�eriques.19. R�esultats num�eriques.Les tableaux 19.1 et 19.2 ci-apr�es, construits avec l'aide de ChristianBatut, contiennent la liste de tous les r�eseaux fortement parfaits connusjusqu'�a la dimension n = 24, �a cela pr�es que nous n'avons donn�e qu'unr�eseau par couple (�;��). En fait, avec la seule exception de K 021� quiest fortement eutactique mais non fortement parfait, le r�eseau dual d'unr�eseau fortement parfait est fortement parfait dans tous les cas connus dedimension n � 24.Rappelons qu'un r�eseau � est dit `-modulaire (` d�esignant un entierpositif) s'il existe une similitude de rapport p` transformant �� en �,



72 BORIS VENKOVet modulaire s'il est `-modulaire pour un entier ` . On ne consid�ere icique les cas o�u ` = 1; 2; 3; 5, et l'on suppose en outre que � et p`��sont tous deux des r�eseaux pairs, conform�ement �a la d�e�nition originellede Quebbemann. On v�eri�e facilement qu'un r�eseau proportionnel �a unr�eseau entier est semblable �a son dual si et seulement s'il est modulaire.Ainsi, en dimensions 6 (resp. 10), par exemple, il y a chaque fois deuxr�eseaux fortement parfaits, �a savoir E6 et K 06 � E�6 (resp. K 010 et K 010� ).Les r�eseaux lamin�es �n ont �et�e d�e�nis par Conway et Sloane ([C-S],chapitre 6). �Etant donn�e un r�eseau �0 de dimension n0 , on construitles r�eseaux faiblement lamin�es au-dessus de �0 en consid�erant d'abordles r�eseaux de dimension n0 +1 de d�eterminant minimum parmi ceux quicontiennent �0 comme section hyperplane de même norme, puis en faisantla même construction au-dessus de ces r�eseaux de dimension n0 + 1, etc.�A partir de la dimension n0 + 2, les d�eterminants peuvent ne plus êtreuniques. Pour chaque dimension n � n0 , les r�eseaux fortement lamin�essont les r�eseaux faiblement lamin�es dont le d�eterminant est minimum.En�n, les r�eseaux lamin�es sont les r�eseaux fortement lamin�es au-dessusdu r�eseau f0g de dimension 0 auquel on a attribu�e la norme 4. Ce sontdonc des r�eseaux de norme 4. Ils sont entiers jusqu'�a la dimension 24,et uniques �a isom�etrie pr�es sauf pour n = 11; 12; 13, dimensions qui nenous int�eressent pas ici. On les note �n . Pour 1 � n � 8, ce sont desrenormalisations des r�eseaux de racines A 1 � Z , A 2 , A 3 , D 4 , D 5 , E6 ,E7 , E8 ; pour 9 � n � 24, ils sont primitifs ; on a �16 ' BW16 et �24 estle r�eseau de Leech.Le r�eseau K12 de Coxeter-Todd (cf. [M], ch. VIII, x5) est un r�eseaude dimension 12 qui est unimodulaire en tant que r�eseau sur l'anneau Ades entiers d'Eisenstein, et de ce fait 3-modulaire. Les \antilaminationsfortes" de ce r�eseau constituent une suite descendante K12 � K11 �� � � � K0 = f0g . On peut munir �24 d'une structure de r�eseau sur Aet y plonger K12 . Par orthogonalit�e, on en d�eduit une suite croissanteK12 � K13 � � � � � K24 = �24 . La s�erie Kn a �et�e d�ecouverte par Leech.Il y a deux orbites de r�eseaux hexagonaux dans K�12 ' 1p3 K12 , dontune seule porte une A-structure naturelle. Par orthogonalit�e dans K�12 ,celle qui n'en porte pas d�e�nit K10 et l'autre un r�eseau de même d�eter-minant not�e K 010 . Par antilaminations, on d�e�nit une suite descendanteK 010 � K 09 � � � � � K 00 = f0g , que l'on compl�ete par K 012 = K12 etK 011 = K11 . Par orthogonalit�e dans �24 , on d�e�nit une suite croissante



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 73K 012 � K 013 = K13 � � � � � K 024 = �24 ; pour n pair, les K 0n sont desA-r�eseaux.Entre les s�eries �n , Kn et K 0n existent les co��ncidences suivantes :� Kn = �n pour 0 � n � 6 et 18 � n � 24.� K 0n = Kn pour n = 11; 12; 13.� K 0n = �n pour n = 0; 1; 2; 22; 23; 24.� Les r�eseaux ci-dessus qui sont modulaires sont �1 , �2 , �4 , �8 ,K12 , �16 et �24 (autrement dit, si � est l'un des r�eseaux �n , Kn ,K 0n , n � 24, il est semblable �a son dual si et seulement s'il appartient�a cette liste).Les r�eseaux On (n = 7; 16; 22; 23) sont d�e�nis au x7; O23 est uni-modulaire, les autres ne sont pas modulaires.Le r�eseau modulaire extr�emal Q14 a �et�e d�ecouvert par Souvignier, et lesr�eseaux modulaires extr�emaux N16 , N20 , N 020 , N 0020 et N24 par Nebe, dansles deux cas �a Aix-la-Chapelle, comme r�eseaux stabilisant un sous-groupe�ni maximal de GLn(Z). On d�emontre dans [B-N-V] qu'il y a exactement1 r�eseau 5-modulaire extr�emal de de dimension 16, et dans [Bc-V] qu'il ya exactement 3 r�eseaux 2-modulaires extr�emaux de dimension 20.On connâ�t deux r�eseaux fortement parfaits en dimension 24, �a savoirle r�eseau de Leech �24 et le r�eseau 3-modulaire N24 , extr�emal et donc denorme 6. On ignore s'il existe d'autres r�eseaux 3-modulaires extr�emauxde dimension 24.L'existence en dimension 24 du r�eseau de Leech, dont l'ensemble desvecteurs minimaux constitue un 11-design sph�erique, permet de trouverpar sections de petites codimension plusieurs r�eseaux fortement parfaits.Leur description est facilit�ee par l'introduction de la notion de dual partield'un r�eseau entier : si � est entier, et si m d�esigne l'annulateur de ��=�,on consid�ere les r�eseaux �[a] = � + a�� o�u a divise m . On a clairement�[1] = �� et �[m] = � ; on v�eri�e que l'�egalit�e �[a]� = �[b] a lieu chaquefois que l'on a une d�ecomposition m = ab de m avec a; b premiers entreeux. Un tel r�eseau est appel�e un dual partiel de �. (Noter que �[a] peutêtre semblable �a � pour un a 6= 1;m ; un tel exemple, avec m = 6 eta = 3, est fourni par K 010 .)En coupant �24 par l'orthogonal d'un vecteur de norme 4 (resp. 6)de ��24 ' �24 , on obtient le r�eseau lamin�e �23 (resp. un r�eseau M23 )



74 BORIS VENKOVpour lequel m = 4 (resp. m = 6). On a �23[2] ' O23 . Les 4 r�e-seaux M23[a] , a = 1; 2; 3; 6 sont fortement parfaits; les droites portantles vecteurs minimaux de M23[1] et de M23[3] constituent toutes deuxla famille �equiangulaire signal�ee au x9. (Rendus entiers et primitifs, lesminima de ces deux r�eseaux sont respectivement 15 et 5, et leurs r�eseauxpairs associ�es sont proportionnels �a M22[2] et M22[4] .)Les deux premi�eres normes du r�eseau ��23 rendu entier sont 12 et 15, etd�e�nissent par orthogonalit�e le r�eseau �22 et un r�eseau M22 (qui est aussiune section de M23 ), avec respectivement m = 6 et m = 15. Les 8 r�eseaux�22[a] , a = 1; 2; 3; 6 et M22[a] , a = 1; 3; 5; 15 sont fortement parfaits etdeux �a deux non semblables. Les droites portant les vecteurs minimauxde M22[1] et de M22[3] constituent une famille de 275 droites, qui estprojection orthogonale de la con�guration equiangulaire de dimension 23du x9.Les travaux de Koch et Venkov ([K-V]) ont produit de nombreuxexemples de r�eseaux unimodulaires de dimension 32 et de norme 4, quisont donc fortement parfaits par le th�eor�eme 16.4. Le th�eor�eme 17.1 permetalors de construire des exemples de r�eseaux fortement parfaits de norme 4dans chacune des dimensions 31, 30, 28 et 26. On connâ�t en outre endimension 32 quatre r�eseaux 2-modulaires extr�emaux (de norme 6), quisont de ce fait fortement parfaits, d�ecouverts par Quebbemann (2), Bachocet Nebe.Au-del�a de la dimension 32, on connâ�t en particulier les r�eseauxde Barnes-Wall (n = 64; 128; : : : , cf. x18) et les r�eseaux `-modulairesextr�emaux pour ` = 1 (n = 48; 56; 80, normes 6, 6 et 8 ; les deux exemplesde dimension 80 ont �et�e d�ecouverts r�ecemment par Bachoc et Nebe) et` = 2 (n = 48, norme 8, trouv�e par Quebbemann). Le fait que les r�eseaux`-modulaires pour ` = 2; 3; 5 que nous avons cit�es dans ce paragraphesoient fortement parfaits est justi��e dans [Bc-V].La th�eorie des groupes �nis est une autre source de r�eseaux fortementparfaits. Nous renvoyons �a l'article r�ecent [L-S-T] pour la construction der�eseaux �a groupe d'automorphismes li�es �a des groupes sporadiques. Parexemple, le r�eseau de Thompson-Smith est un r�eseau unimodulaire pairde dimension 248, dont les vecteurs ayant une norme donn�ee non nulleforment un 7-design, par la th�eorie des invariants du groupe de Thompson.On ignore si le minimum de ce r�eseau est 12 ou 10.



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 75Les notations employ�ees dans les tableaux 19.1 et 19.2 sont les sui-vantes : on trouve dans les 3 premi�eres colonnes successivement la dimen-sion n , le nom et le d�eterminant d'un r�eseau entier et primitif fortementparfait, dont le demi-kissing number s et le minimum m sont donn�es dansles colonnes 4 et 5; les invariants analogues pour le r�eseau dual renorma-lis�e, not�es s� et m� , �gurent dans les colonnes 6 et 7. L'invariant de Smithdu r�eseau est la suite (a1; : : : ; an) des diviseurs �el�ementaires du couple(��;�), en notation abr�eg�ee : dans la ligne 7, par exemple, la notation62:33 signi�e que l'invariant de Smith est la suite (6; 6; 3; 3; 3; 1; 1; 1; 1; 1) (lenombre de 1 se calcule �a l'aide de la dimension; ici, c'est 12� 2� 3 = 5).Noter que a1 est l'annulateur de ��=�, et que le minimum de �� estN(��) = m�a1 :Le type (minimal ou g�en�eral) se r�ef�ere �a la d�e�nition 10.6.Dans la colonne \Rem." (pour \Remarques"), \mod." signi�e \modu-laire", \equig." signi�e \�equiangulaire" (cf. x9; ici, seul le r�eseau dualposs�ede cette propri�et�e), et la mention \non f.p." est utilis�ee pour rappelerque K 021� n'est pas fortement parfait, mais seulement fortement eutac-tique, alors que, dans tous les autres cas, les duals des r�eseaux du tableausont aussi fortement parfaits.Les tables ci-dessous contiennent les 39 r�eseaux fortement parfaits dedimension n � 24 connus �a ce jour, r�epartis ainsi :� 14 r�eseaux modulaires (dont 3 en dimension 20);� Le r�eseau K 021 ;� 12 couples (�;��) de r�eseaux tous deux fortement parfaits.Cette liste est exhaustive pour n � 11 3 ). Nous pensons en outre qu'iln'existe pas de r�eseaux fortement parfaits dans les dimensions 13, 17, 19,du fait qu'aucun r�eseau connu dans ces dimensions ne satisfait l'in�egalit�edu th�eor�eme 10.4.3 ) Le cas de la dimension 10 vient d'être r�esolu dans [Ne-V1]



76 BORIS VENKOVTableau 19.1. R�eseaux fortement parfaits connus (1 � n � 20).dim nom det s m s� m� Smith Type Rem.1 Z 1 1 1 1 1 1 min. 1�mod.2 A 2 3 3 2 3 2 3 min. 3�mod.4 D 4 4 12 2 12 2 22 min. 2�mod.6 E6 3 36 2 27 4 3 min.7 E7 2 63 2 28 3 2 min. �� equiang.8 E8 1 120 2 120 2 1 g�en. 1�mod.10 K010 972 135 4 120 6 62:33 min.12 K12 729 378 4 378 4 36 g�en. 3�mod.14 Q14 2187 378 4 378 4 37 min. 3�mod.16 �16 256 2160 4 2160 4 28 g�en. 2�mod.� O16 64 256 3 1008 4 26 min.� N16 390625 1200 6 1200 6 58 g�en. 5�mod.18 K018 243 3240 4 1080 6 35 g�en.20 N20;0 ;00 1024 1980 4 1980 4 210 g�en. 2�mod.



R�ESEAUX ET \DESIGNS" SPH�ERIQUES 77Tableau 19.2. R�eseaux fortement parfaits connus (21 � n � 24).dim nom det s m s� m� Smith Type Rem.21 K021 36 13041 4 112 27 12:3 g�en. K0�21 non f.p.22 �22 12 24948 4 891 16 6:2 g�en.22 �22[2] 220:3 4224 6 891 8 6:219 min� O22 3 1408 3 891 8 3 min.� M22 15 22275 4 275 36 15 g�en.� M22[5] 321:5 7128 10 275 12 15:320 min.23 �23 4 46575 4 2300 12 4 g�en.� O23 1 2300 3 2300 3 1 g�en. 1�mod.� M23 6 37950 4 276 15 6 g�en. �� equiang.� M23[2] 2:322 11178 10 276 5 6:321 min. �� equiang.24 �24 1 98280 4 98280 4 1 g�en. 1�mod.� N24 312 13104 6 13104 6 312 g�en. 3�mod.
BIBLIOGRAPHIE[Ash] Ash, A. On eutactic forms. Can. J. Math. 29 (1977), 1040{1054.[Ba-V] Bacher, R. et Venkov, B. B. R�eseaux entiers unimodulaires sansracine en dimension 27 et 28. Ce volume.[Bc-V] Bachoc, C. et Venkov, B. B. Modular forms, lattices and sphericaldesigns, Ce volume.[B-N-V] Bachoc C.,Nebe, G. et Venkov, B. B. Appendix to [Bc-V].[Bo] Borcherds, R. The Leech lattice and other lattices. Ph.D. thesis,Trinity College (Cambridge, U.K.), 1984.[Bou] Bourbaki, N. Groupes et alg�ebres de Lie. Masson (Paris), 1981.[B-E] Brou�e, M. et Enguehard, M. Une famille in�nie de formes quadra-tiques enti�eres ; leurs groupes d'automorphismes. Ann. Sci. �EcoleNorm. Sup., (4) 6 (1973), 17{51.



78 BORIS VENKOV[C-S] Conway, J. H. et Sloane, N. J. A. Sphere Packings, Lattices andGroups. Springer-Verlag, Grundlehren no. 290 (Heidelberg), 1988.(Troisi�eme �edition : 1999.)[C-S1] Conway, J. H. et Sloane, N. J. A. Low-dimensional lattices. III.Perfect forms. Proc. Royal Soc. London, A 418 (1988), 43{80.[D-G-S] Delsarte, P., Goethals, J.M. et Seidel, J. J. Spherical codes anddesigns. Geometriae Dedicata 6 (1977), 363{388.[H-S1] Hardin, R.H. et Sloane, N. J. A. New spherical 4-designs. Discr.Math. 106{107 (1992), 255{264.[H-S2] Hardin, R.H. et Sloane, N. J. A. Mc Laren's improved snub cubeand other spherical designs in three dimensions. Discr. Comp.Geometry 15 (1996), 429{441.[Ho] Hong, Y. On spherical t -designs in R2 . Eur. J. Comb. l3 (1982),255{258.[J] Jaquet-Chiffelle, D.-O. �Enum�eration compl�ete des classes deformes parfaites en dimension 7. Ann. Inst. Fourier 43,1 (1993),21{55.[K-V] Koch, H. and Venkov, B. B. �Uber gerade unimodulare Gitter derDimension 32, III. Math. Nachr. (152) (1991), 191-213.[K-Z] Korkine, A. et Zolotareff, G. Sur les formes quadratiques posi-tives. Math. Ann. 11 (1877), 242{292.[L-S] Lemmens, P. W. H. et Seidel, J. J. Equiangular lines. J. Algebra 24(1973), 494{512.[L-S-T] Lempken, W, Schr�oder, B. et Tiep, P. H. Symmetric squares andlattice minima. Preprint, Essen.[L-V]  Lyubich, Y.I. et Vasserstein, L. N. Isometric embeddings betweenclassical Banach spaces, cubature formulas and spherical designs.Geometriae Dedicata 47 (1993), 327{362.[M] Martinet, J. Les r�eseaux parfaits des espaces euclidiens. Masson(Paris), 1996.[M1] Martinet, J. Sur certains designs sph�eriques li�es �a des r�eseaux entiers.Ce volume.[M-V] Martinet, J. et Venkov, B. B. Les r�eseaux fortement eutactiques.Ce volume.[M-O-S] Mallows, C.L., Odlyzko, A.M. et Sloane. N. J. A. Upper Boundsfor Modular Forms, Lattices and Codes. J. Algebra 36. (1975),68{76.[Ne-V1] Nebe, G. et Venkov, B. B. The strongly perfect lattices of dimen-sion 10. Journal de Th�eorie des Nombres de Bordeaux , �a parâ�tre.[N-R-S] Nebe, G., Rains, E. M. et Sloane, N. J. A. The invariants of theCli�ord group. Preprint .[Nt] Nottebaum, J. Sph�arische 4-designs in Gittern. Universit�at Olden-burg, Diplomarbeit, 1995.[Ogg] Ogg, A. Modular Forms and Dirichlet Series. Benjamin (New-York),1969.[R-S] Rains, E.M. et Sloane, N. J. A. The Shadow Theory of Modular andUnimodular Lattices. AT& T Labs-Research, preprint, 1998.
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