
Une forme dual-extrême irrationnelle

D�edi�e �a Jacques Martinet pour son anniversaire

par A.-M. Berg�e

Pour aborder le probl�eme des empilements r�eguliers de sph�eres du point

de vue de la dualit�e, Jacques Martinet et l'auteur ont d�e�ni, pour un couple

de r�eseaux euclidiens duaux (L;L

�

) de rang n, un invariant d'Hermite dual,

moyenne quadratique des invariants d'Hermite de L et de L

�

. Cet invariant 

0

est clairement major�e par la constante d'Hermite 

n

, et sa borne sup�erieure

pr�ecise 

0

n

(constante de Berg�e-Martinet dans [CS]) n'est pour l'instant connue

que pour les dimensions n = 1; 2; 3; 4; 8, pour lesquelles elle est atteinte sur les

r�eseaux les plus denses. Nous conjecturons dans [BM1] qu'il en est de même

pour n = 5, ce qui entrâ�nerait de bonnes estimations de la constante 

9

.

Nous donnons ici pour la dimension 5 un r�esultat partiel qui vient appuyer

cette conjecture. Il concerne des r�eseaux ayant des automorphismes donn�es.

La th�eorie �equivariante, qui a l'avantage de s�electionner de \beaux" r�eseaux

et d'abaisser la dimension des espaces �a explorer, nous a permis de d�ecouvrir

le premier couple (�;�

�

) de r�eseaux dual-extrêmes (i.e. r�ealisant un maximum

local de l'invariant 

0

) irrationnels : un tel exemple ne pourrait se rencontrer dans

la th�eorie classique, et il est prouv�e dans [BM1] qu'il n'en existe pas en dimension

n � 4. Nous adoptons g�en�eralement le point de vue des formes quadratiques,

mieux adapt�e �a notre approche par classi�cation selon les vecteurs minimaux.

1. Notations. Soit A = (a

ij

) 2 Sym

n

(R) une matrice sym�etrique n � n

positive, c'est-�a-dire telle que la forme quadratique A[x] =

P

a

ij

x

i

x

j

soit d�e�nie

positive ; nous notons minA son minimum et S(A) l'ensemble de ses vecteurs

minimaux :

minA = min

x 6=02Z

n

A[x]; S(A) = fx 2 Z

n

j A[x] = minAg:

L'invariant d'Hermite de A est (A) = minA (detA)

�1=n

; son invariant d'Her-

mite dual 

0

(A) =

p

(A)(A

�1

) est donc



0

(A) =

p

minA minA

�1

:
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Soit G un sous-groupe �ni de GL

n

(Z), n � 2, soit S

G

� Sym

n

(R) le sous-

espace des matrices G-invariantes

t

gAg = A pour tout g 2 G;

et soit P

G

� S

G

la vari�et�e des matrices positives A telles que minA = 1. Le

centralisateur

SL

G

(Z) = fu 2 SL

n

(Z) j g

�1

ug = u pour tout g 2 Gg

de G dans SL

n

(Z) op�ere sur P

G

par

(u;A) 7!

t

uAu;

deux matrices A and B 2 S

G

d'une même orbite sont dites G-�equivalentes.

L'espace quotient SL

G

(Z) n P

G

param�etre l'ensemble des classes de similitude

des G-r�eseaux (i.e. des r�eseaux de rang n admettant une action isom�etrique

par un groupe �ni repr�esent�e par G). Un vecteur x 2 R

n

est repr�esent�e par la

matrice x

t

x = (x

i

x

j

) 2 Sym

n

(R), et sa G-orbite Gx par la moyenne

X =

1

jGj

X

g2G

(gx)

t

(gx);

qui est invariante par le groupe dual

e

G = f

t

g j g 2 Gg.

Soit A 2 P

G

et soit S = S(A) l'ensemble de ses vecteurs minimaux.

La G-cellule de A

c

S

= fM 2 P

G

j S(M) = Sg

est un poly�edre convexe ouvert dont l'adh�erence est la r�eunion des cellules c

S

0

,

S � S

0

. On obtient ainsi une d�ecomposition cellulaire �nie de P

G

modulo G-

�equivalence, dont les sommets repr�esentent les matrices G-parfaites, i.e. enti�ere-

ment d�etermin�ees dans P

G

par leurs vecteurs minimaux. D'une fa�con g�en�erale,

le d�efaut de G-perfection de la cellule c

S

est sa dimension a�ne, c'est-�a-dire le

co-rang dans S

e

G

des X; x 2 S (on a en e�et, pour A 2 c

S

, A[x] = traceAX).

Le 1-squelette de la decomposition cellulaire de P

G

constitue le graphe de G-

contigu��t�e des formes G-parfaites pour l'algorithme de Vorono�� �equivariant (cf.

[BMS]). Dans les th�eories d'extr�emalit�e �a la Vorono��, seules interviennent les

cellules c

S

born�ees, c'est-�a-dire telles que S engendre R

n

(well rounded cells

selon Avner Ash). Pour prendre en compte la dualit�e, on consid�ere la relation

d'�equivalence A � A

0

si S(A) = S(A

0

) et S(A

�1

) = S(A

0

�1

). On obtient ainsi

une subdivision de chaque cellule c

S

en un nombre �ni de G-cellules duales

c

S;S

�

= fM 2 P

G

j S(M) = S et S(M

�1

) = S

�

g;

dont on voit au x3 qu'elles ne sont plus, pour les mod�eles a�nes usuels, des

poly�edres convexes.
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2. Extr�emalit�e et d�ecomposition cellulaire. Soit c = c

S

une G-cellule

born�ee. La fonction d'Hermite  est strictement convexe donc admet dans

l'adh�erence c de c un minimum atteint sur une unique matrice A qui, si elle

est dans c, est caract�eris�ee par la propri�et�e d'eutaxie faible : il existe un sys-

t�eme de coe�cients a

x

; x 2 G n S tels que A

�1

=

P

x

a

x

X (on retrouve ainsi

dans [BM2] un r�esultat de �nitude dû �a A. Ash). L'eutaxie faible ne peut se

produire que dans une cellule born�ee. Lorsqu'il existe un syst�eme de coe�cients

d'eutaxie tous strictement positifs la matrice A est eutactique au sens classique.

C'est la condition ajout�ee par Vorono�� �a celle de perfection pour caract�eriser

les matrices extrêmes. Ce r�esultat peut s'�etendre �a la th�eorie �equivariante : une

matrice A 2 P

G

est G-extrême (i.e. r�ealise un maximum local de  dans P

G

) si

et seulement si elle est eutactique et G-parfaite (cf. [BM3]).

Pour la th�eorie duale, on introduit les notations et d�e�nitions suivantes :

soient A 2 S

G

, S = S(A) et S

�

= S(A

�1

) ; la matrice A est G-dual-parfaite si la

cellule c

S;S

�

est de dimension a�ne 0, c'est-�a-dire si les matrices X;A

�1

Y A

�1

,

x 2 S, y 2 S

�

, engendrent l'espace a�ne S

G

(ici, on a pos�e, pour y 2 S

�

,

Y =

1

jGj

P

g2

~

G

(gy)

t

(gy)); elle est dual-eutactique s'il existe des coe�cients a

X

,

b

Y

tous strictement positifs tels que

X

x2GnS

a

X

X =

X

y2

e

GnS

�

b

Y

A

�1

Y A

�1

:

Ces deux propri�et�es caract�erisent les matrices A qui r�ealisent un maxi-

mum local de la fonction 

0

parmi les matrices G-invariantes, appel�ees G-dual-

extrêmes ou plus simplement dual-extrêmes lorsque le groupe G est trivial (cf.

[BM1]). Ici encore, seules interviennent les cellules born�ees. Notons qu'une ma-

trice A dual-extrême doit v�eri�er

s+ s

�

�

n(n+ 1)

2

+ 1 (s = jSj=2; s

�

= jS

�

j=2):

La suite est consacr�ee �a la th�eorie �equivariante pour la repr�esentation r�e-

guli�ere du groupe cyclique d'ordre 5. Le paragraphe 3. donne la classi�cation

duale compl�ete des matrices invariantes ; nous en d�eduisons dans le x4 la liste des

G-r�eseaux dual-extrêmes ; il y apparâ�t un nouveau couple de r�eseaux (�;�

�

)

qui se r�ev�elent être dual-extrêmes, sans qu'aucun de ces deux r�eseaux ne soit

parfait au sens classique. De tels exemples avaient d�ej�a �et�e construits dans [M]

en toutes dimensions paires n � 8 ; notre exemple est le premier pour lequel

aucun des deux r�eseaux �;�

�

n'est faiblement eutactique, et c'est aussi le pre-

mier exemple irrationnel. Dans cet exemple comme dans ceux de [M], on a

s+ s

�

=

n(n+1)

2

+n >

n(n+1)

2

+1, ce qui laisse ouverte la question du minimum

de s+ s

�

pour les r�eseaux dual-extrêmes.

Dans ce même paragraphe 4, nous prouvons que la conjecture 

0

5

=

p

2 est

vraie pour les G-r�eseaux.
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Le paragraphe 5 d�ecrit les G-r�eseaux isoduaux, c'est-�a-dire semblables �a leurs

duaux, et l'on y prouve que le r�eseau mD

5

introduit dans [CS] par Conway et

Sloane est le plus dense G-r�eseau isodual.

Nous remercions J. Martinet, qui est �a l'origine de ce travail, pour les nom-

breuses discussions qui nous ont guid�ee. Nous remercions �egalement les auteurs

du syst�eme de calcul PARI, et plus particuli�erement C. Batut dont nous avons

utilis�e de nombreux programmes ext�erieurs au syst�eme PARI.

3. Classi�cation duale. Le groupe cyclique G d'ordre 5 est engendr�e par

la matrice de permutation

� =

0

B

B

B

B

@

0 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

1

C

C

C

C

A

;

les matrices G-invariantes sont circulantes, c'est-�a-dire �a diagonales constantes,

les lignes sont d�eduites de la premi�ere par permutation circulaire. L'espace S

G

des matrices circulantes sym�etriques est de dimension N

G

= 1 + b5=2c = 3,

et nous repr�esentons ses �el�ements par le d�ebut (a; b; c) de leur premi�ere ligne

(a; b; c; c; b).

Le centralisateur SL

G

(Z) de G dans SL

5

(Z) est engendr�e par G et la matrice

circulante de premi�ere ligne (�1; 0; 1; 1; 0), d'ordre in�ni (cf [BMS]). Modulo G-

�equivalence, la d�ecomposition cellulaire de P

G

admet aussi la sym�etrie (a; b; c) 7!

(a; c; b) correspondant �a une action du normalisateur de G dans SL

5

(Z).

Voici un mod�ele a�ne de la d�ecomposition cellulaire de P

G

(cf. [B]). � Cel-

lules de dimension 2. Elles classent les matrices �a une seule orbite S = Gx de

vecteurs minimaux selon que le sous-r�eseau de Z

5

engendr�e par S est d'indice 1

ou 2.

Cellule �

2

: < S >= Z

5

; en prenant pour S la base canonique de Z

5

, on obtient

le param�etrage

�

2

= f(1; b; c) avec jbj <

1

2

; jcj <

1

2

; b+ c > �

2

5

; 2b� c < 1; 2c� b < 1g;

la matrice eutactique de la cellule �

2

(�a savoir la matrice unit�e, qui repr�esente

le r�eseau cubique) se trouve sur l'axe de sym�etrie b = c.

Cellule �

2

: [Z

5

:< S >] = 2 ; on prend alors S = Gx; avec x =

t

(1; 0; 1; 0; 0),

d'o�u le param�etrage

�

2

= f(a; b;

1

2

� a) avec a > 1;

a

2

�

2

5

< b <

a

4

g;

dans cette repr�esentation l'axe de sym�etrie a pour �equation b = 1=4, il contient la

matrice eutactique de la cellule, (

5

4

;

1

4

;�

3

4

), qui repr�esente la classe de similitude

4



du r�eseau dual du r�eseau D

5

. � Cellules de dimension 1. Il y en a 5 in�equivalentes,

ensembles de matrices �a deux orbites de vecteurs minimaux, donc demi-kissing

number s = 6 ou 10 (on identi�e x et �x) :

�

1

= f(1;

1

2

; t) j 0 < t <

1

2

g; (s = 10),

�

1

= f(1; t; 2t� 1) j

1

4

< t <

1

2

g; (s = 10),



1

= f(1; t;�

1

2

) j

1

10

< t <

1

4

g; (s = 10),

�

1

= f(1; t;�t�

2

5

) j �

1

2

< t <

1

10

g; (s = 6),

�

1

= f(t;

t

2

�

2

5

;

1

2

� t) j 1 < t <

8

5

g; (s = 6). � Cellules de dimension 0.

Il y a quatre matrices G-extrêmes in�equivalentes (cf. [BMS]), �a 3 ou 4 orbites

de vecteurs minimaux. Nous pr�ecisons ci-dessous entre parenth�eses la classe de

similitude du r�eseau correspondant :

�

0

= fA

5

= (1;

1

2

;

1

2

)g (A

5

),

�

0

= fD

5

= (1;

1

2

; 0)g (D

5

),



0

= fA

3

5

= (1;

1

4

;�

1

2

)g (A

3

5

),

�

0

= f�

5

= (1;

1

10

;�

1

2

)g (r�eseau G-extrême not�e �

5

dans [BMS], avec

seulement 11 vecteurs minimaux r�epartis en deux G-orbites �a 5 �el�ements et une

orbite �a un �el�ement, et qui �gure dans la d�ecomposition cellulaire ci-dessus sous

2 formes non G-�equivalentes (1;

1

10

;�

1

2

) et (1;�

1

2

;

1

10

).

D5

Λ5

A5

α2

α1

β1
δ1

ε1

β2

γ1 3A 5

Figure 1

Dualit�e.

Comme le groupe G est compos�e de matrices orthogonales, l'inversion A 7!

A

�1

induit une involution sur P

G

. Notons �

G

le domaine fondamental de P

G

5



modulo �equivalence, et

f : A = (a; b; c) 7! A

0

= (a

0

; b

0

; c

0

)

l'involution de �

G

induite (apr�es une normalisation convenable) par l'inversion.

La fronti�ere de �

G

est contenue dans la r�eunion des droites d'�equations homo-

g�enes b = a=2 (qui porte la cellule �

1

), c = �a=2 (qui porte 

1

), b = c (axe de

sym�etrie de �

2

) et b = (a+ c)=2 (axe de sym�etrie de c

2

et support de �

1

). Les

deux premi�eres droites sont transform�ees par f en les coniques d'�equations res-

pectives �a

2

+3b

2

�c

2

�ab+3bc�3ca= 0 et �a

2

+3b

2

�c

2

+ab+bc�ca = 0. Les

deux autres sont globalement conserv�ees par f . Les quatre droites et les deux

coniques subdivisent donc le domaine fondamental �

G

en G-cellules duales.

Notons A

0

5

= (1;�1=5;�1=5), D

0

5

= (5=4; 1=4;�3=4), A

2

5

= (1; 1=3;�1=3) les

images par f des matrices parfaites (repr�esentant les r�eseaux A

�

5

, D

�

5

, A

2

5

= A

3

5

�

).

Introduisons aussi les deux matricesM = �

1

\f(

1

) etM

0

= f(M) = 

1

\f(�

1

) :

M = (1;

1

2

;

�3 +

p

13

4

) et M

0

= (1;

5�

p

13

12

;�

1

2

):

Soient en�n les trois domaines

D = f(a; b; c) j �a

2

+ 3b

2

� c

2

� ab� 3ca+ 3bc < 0g;

D

1

= f(a; b; c) j �a

2

+ 3b

2

� c

2

+ ab+ bc� ca < 0g;

D

2

= f(a; b; c) j �a

2

+ 3b

2

� c

2

+ ab+ bc� ca > 0g:

Une matrice A = (a; b; c) 2 �

G

avec �a

2

+ 3b

2

� c

2

+ ab + bc � ca > 0 a

pour image une matrice (a

0

; b

0

; c

0

) telle que b

0

> a

0

=2 : S(A

�1

) est alors l'orbite

du vecteur

t

(1;�1; 0; 0; 0), contenue dans l'hyperplan

P

x

i

= 0. La matrice A

ne peut donc pas être dual-eutactique.

On se borne donc d�esormais au domaine �

G

\ D, repr�esentant des couples

(A;A

�1

) de matrices well rounded. Cela exclut une partie des cellules �

2

; �

2

(zone hachur�ee sur la �gure 2), les cellules �

1

; �

1

ainsi que la matrice G-extrême

�

5

. Les matrices A = (a; b; c) 2 �

G

\D

2

sont telles que f(A) = (a

0

; b

0

; c

0

) v�eri�e

2c

0

+ a

0

< 0, donc S(A

�1

) engendre un sous-r�eseau d'indice 2 dans Z

5

: f(A)

appartient �a la cellule �

2

. Nous sommes en mesure d'�enum�erer (�a �equivalence

pr�es) les G-cellules duales :

� Dimension 2

f�

2

= �

2

\ D \ D

1

(\hexagone" A

5

MA

2

5

A

3

5

M

0

A

0

5

, stable par dualit�e),

f

�

0

2

= �

2

\ D

2

(\triangle" MD

5

A

2

5

) et

f

�

2

= f(�

0

2

) = �

2

\ D (\triangle"

M

0

A

3

5

D

0

5

).

� Dimension 1

f�

1

= �

1

\ D

1

(]A

5

M [) et son image f(f�

1

) (arc de conique

_

! A

0

5

M

0

),

f

�

0

1

= �

1

\ D

2

(]MD

5

[) et l'arc de conique

_

! D

0

5

M

0

= f(

f

�

0

1

),

f

�

1

= �

1

\ D

1

(]A

3

5

A

2

5

[ stable par dualit�e),

f

�

0

1

= �

1

\ D

2

(]D

5

A

2

5

[) et son image f(

f

�

0

1

) (]D

0

5

A

3

5

[).

e

1

= 

1

\ D (]A

3

5

M

0

[) et son image f( e

1

) (arc

_

! A

2

5

M),
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� Dimension 0

On trouve les trois cellules parfaites et leurs images (�

0

; f(�

0

)), (�

0

; f(�

0

)),

(

0

; f(

0

)), ainsi que les cellules �

0

= fMg, f(�

0

) = fM

0

g.
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Figure 2

D5
/

/

//

/

Λ5

M

D5

A
5
2

A5
3

mD5

4. G-r�eseaux dual-extrêmes.

�

Etudions la matrice

M = (1;

1

2

; �) =

0

B

B

B

B

@

1 1=2 � � 1=2

1=2 1 1=2 � �

� 1=2 1 1=2 �

� � 1=2 1 1=2

1=2 � � 1=2 1

1

C

C

C

C

A

; avec � =

�3 +

p

13

4

:

Elle a deux orbites de vecteurs minimaux, celles des vecteurs x =

t

(1; 0; 0; 0; 0)

et x

0

=

t

(1;�1; 0; 0; 0), repr�esent�ees dans S

G

par les matrices invariantes X =

1

5

(1; 0; 0) et X

0

=

1

5

(2;�1; 0). Son inverse a deux orbites de vecteurs minimaux,

celle de x et celle de x

00

=

t

(1; 1; 0; 0; 0), repr�esent�ees dans S

G

par Y = X et

Y

0

=

1

5

(2; 1; 0). On a donc, en posant � =

p

13

M

�1

YM

�1

=

1

360

(46� + 218;�35�� 151; 10�+ 56),

M

�1

Y

0

M

�1

=

1

360

(22�+ 134;�14�� 28;�5�+ 17), d'o�u une relation d'eu-

taxie a

X

X + a

X

0

X

0

=M

�1

(b

Y

Y + b

Y

0

Y

0

)M

�1

, avec des coe�cients d'eutaxie

a

X

=

� + 8

12

; a

X

0

=

17� + 43

72

; b

Y

=

5� � 17

72

et b

Y

0

=

5� + 28

36

tous positifs. La matrice M est donc dual-eutactique.
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Par contre, ni M ni son inverse ne sont faiblement eutactiques : la matrice

eutactique de la cellule de M est (1; 1=2; (

p

5 � 1)=4), et celle de la cellule de

M

�1

est (1;�1=2; (�3+

p

13)=4) �M

�1

.

Un calcul formel sur Q(

p

13) montre que le rang a�ne dans Sym

n

(R) des

20 matrices x

t

x, M

�1

y

t

yM

�1

, x 2 S(M); y 2 S(M

�1

), est maximum (= 15),

de sorte que les matrices M et M

�1

sont dual-parfaites. En�n, voici quelques

donn�ees num�eriques pour le couple (M;M

�1

) :

detM = 2

p

13�7, minM

�1

=

p

13+2

3

, (M) � 1:3649 < (M

�1

) � 1:3689

(ceci con�rme que la matrice n'est pas �equivalente �a son inverse).

On peut donc �enoncer, dans la terminologie des r�eseaux et en exploitant les

r�esultats de classi�cation du x3 :

Proposition 1 Soit � un r�eseau de matrice de Gram M .

Les r�eseaux � et �

�

(non semblables) sont dual-extrêmes, non parfaits et

non eutactiques ; on a



0

(�) =

s

p

13 + 2

3

; s(�) = s(�

�

) = 10; jAut(�)j = 20:

Th�eor�eme 1 Les r�eseaux r�ealisant un maximum local de l'invariant 

0

parmi

les G-r�eseaux sont semblables aux r�eseaux D

5

, A

3

5

, �, A

5

ou �a leurs duaux.

La fonction d'Hermite duale 

0

prend sur les r�eseaux D

5

, A

3

5

, �, A

5

les valeurs

p

2 � 1:4142,

p

2 � 1:4142,

q

p

13+2

3

� 1:3669 et

q

5

3

� 1:2909 (cf. �gure 3).

2

1.8

1.6

1.4

1.2

1

y
0

0.4 0.2 0 -0.2 -0.4

x

0

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

-0.1

-0.2

Figure 3

On peut donc conclure :

Corollaire 1 La constante 

0

G

�equivariante est �egale �a

p

2, valeur atteinte seule-

ment sur les r�eseaux semblables �a D

5

, A

3

5

ou �a leurs duaux.

5. G-r�eseaux isoduaux. Dans [CS], Conway et Sloane ont construit en pe-

tite dimension des r�eseaux semblables �a leurs duaux qui d�etiennent les records
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actuels de densit�e. C'est en particulier le cas en dimension 5 du r�eseau mD

5

,

25-modulaire de norme 7 ; c'est un G-r�eseau (G est toujours la repr�esentation

r�eguli�ere du groupe Z=5Z), et l'on prouve ci-dessous qu'il est le plus dense parmi

les G-r�eseaux isoduaux, avec (mD

5

) = 

0

(mD

5

) =

7

5

= 1:4, �a peine inf�erieure

�a la constante d'Hermite duale conjectur�ee 

0

5

=

p

2.

Th�eor�eme 2 Les G-r�eseaux poss�edant n vecteurs minimaux ind�ependants sont

isoduaux si et seulement s'ils sont semblables �a un r�eseau �

t

de matrice de Gram

A(t) =

0

B

B

B

B

@

1 b c c b

b 1 b c c

c b 1 b c

c c b 1 b

b c c b 1

1

C

C

C

C

A

; avec b =

t

t

2

+ t+ 1

et c = �

t

2

+ t

t

2

+ t+ 1

;

o�u 0 � t � 1=2: Le r�eseau mD

5

� �

1

2

est le G-r�eseau isodual le plus dense.

En e�et, on se place dans le domainef�

2

[

f

�

1

stable par dualit�e. Apr�es normalisa-

tion, la dualit�e se traduit dans ce domaine par l'involution (1; b; c) 7! (1; b

0

; c

0

),

avec

b

0

=

b

2

+ bc� c

2

� c

�b

2

� bc� c

2

+ b+ c+ 1

c

0

=

�b

2

+ bc+ c

2

� b

�b

2

� bc� c

2

+ b+ c+ 1

:

Les points doubles de cette involution sont d�e�nis par

(

b

0

= b

c

0

= c

()

(

(1� b)(b

2

+ c

2

+ bc+ b+ c) = 0

(1� c)(b

2

+ c

2

+ bc+ b+ c) = 0

() b

2

+ c

2

+ bc+ b+ c = 0

dans le domaine consid�er�e. La matrice A = (1; b; c) d�ecrit donc un arc d'ellipse

param�etr�e par

8

>

>

<

>

>

:

b =

t

t

2

+ t+ 1

c = �

t

2

+ t

t

2

+ t+ 1

; avec 0 � t � 1=2:

On a alors 

2

(A) = 

0

2

(A) = min(A

�1

) =

t

4

+2t

3

+3t

2

+2t+1

t

4

�2t

3

�t

2

+2t+1

; dont la d�eriv�ee a

le signe et les annulations de t(t + 2)(t

2

+ t + 1) � 0 sur [0; 1=2] : l'invariant

d'Hermite crô�t donc de 1 (r�ealis�e sur la matrice (1; 0; 0) repr�esentant le r�eseau

cubique) �a 7=5 r�ealis�e sur la matrice (1; 2=7;�3=7) 2

f

�

1

qui repr�esente la classe

de similitude du r�eseau mD

5

de Conway et Sloane.
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