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Pour tout corps de nombres global ou local F, nous notons
OF—‘ soh anneau d'entiers ou de valuation,
Soit N/F une extension galoisienne de corps de nombres,

de groupe de Galois G, Pour décrire le genre de ON considéré
comme module sur |'alg&bre OF[G] , nous cherchons & définir
canoniquement un idéal fractionnaire | de OF_.[G] représentant
ce genre, c'est-a~dire localement isomorphe a ON. La considé-

ration du cas des extensions modérément ramifiées (cf, [6]) et

du cas des extensions absolument abéliennes (cf, [5]) a orienté

les recherches vers I'ordre” associé & O\ _dans I'algébre Fle],

seul ordre susceptible d'appartenir au genre de ON . Nous savons

maintenant que cet invariant ne convient pas (cf, [l]). Nous nous

proposons ici d'analyser les obstructions que |'on rencontre 3

diverses étapes de réduction, en les reliant & un mauvais compor-
tement fonctoriel de |'ordre associé, comportement que nous étu-

dions d'abord dans un contexte plus général,

§ 1 - Ordre associé et changement de groupe ou de corps de base

Soit A Il'algg@bre d'un groupe fini sur un corps local, et

soit M un module sur un ordre de A, de rang déterminé, Nous notons

% idéal fractionnaire contenant 1 et multiplicativement stable,




|
|

A{M,A) l'ordre associé & M dans A, cl'est-a-dire |'ensemble
des éléments de A qui op2rent dans M, Clest le comportement
de cet ordre lors de changements standards de A que nous étu-
dions maintenant,

Tout au long de ce paragraphe, K désigne un corps local
dont nous notons simplement O = OK I'anneau de valuation, et

G est un groupe fini,

i, Extension des scalaires

Soient K une extension finie de K, O = Oy son anneau

de valuation, et soit M un O[G]-module de rang déterminé,

L e produit tensoriel © ® M est muni, de facon naturelle,
@)

d'une structure de module sur l'algebre O [G] (identifiée a
o® o[e]) . Le O-module O étant libre et de type fini, on ob=
O

tient immédiatement :

1 r(BemK[c])=5®x(mM,Kkc]).
o o]
11 en résulte un transport de structure :

Proposition 1, Pour que O ® M soit projectif sur son ordre dans
O

K [G], il faut et il suffit que M soit projectif sur son ordre dans

kK [a].

Notons qu'une telle extension des scalaires, appliquée 3 un
corps, détruit en général sa structure de corps {comme d'ailleurs

cela se produit pour les complétions semi-locales), et nous cher=

.chons & revenir au cas d'un corps, Pour cela, nous étudions main-

tenant la transition & un facteur direct et le passage inverse :

2. Passage 3 un sous-groupe et induction

Rappelons les considérations élémentaires que hous avons
appliquées dans [2] 3 |'étude des complétions semi-locales :
Soit H un sous-groupe de G, et soit M un O[H]-module

de rang déterminé, L e module induit O[G] ® M (ou plus sim=
OH




plement G® M> est muni d'une structure naturelle de module sur
H

O[G] . Comme le retour au facteur direct M conserve notre inva-
riant -3& savoir la projectivité sur I'ordre associé - (cf, [2]),
nous nous limitons & I'induction proprement dite,

Clairement, elle 'conserve les isomorphismes!, En parti-
culier, si M est isomorphe & un idéal fractionnaire | de O[H],

alors le O[G]-module G ® M est isomorphe & |'idéal fractionnaire
H ,
G ®1 de o[c].
H
Mais la propriété pour | d'&tre un ordre peut, lorsque G
n'est pas abélien, &tre détruite par I'induction, Introduisons, pour

toute la suite, les notations suivantes :

Pour g€ G, A=%a_s¢K[G], etucK[G], onpose:
S
9 =va gsg-', qu=1{%,rcul, Su= n 9.
S
s g€ G

La formule générale donnant |'ordre associé au module induit s'écrit

alors :

2) & (G ® M,K[G]) - C (G ® A (M,K[H]>>.
O H H

Nous nous bornons désormais au cas ol H est un sous-groupe distin-

gué de G, Le groupe G opére alors dans |'alggbre KEH]
(par‘ A - gl), et la formule (2) devient :

*

2*) (G®M,K[GJ> -=c®C) (M,K[H]).
H H

D'oly, immédiatement la

Proposition 2, Pour que le G-module O[G] E® ] M soit projectif sur
OlH

son ordre dans K[G] , i1l faut et il suffit que M soit projectif sur |'ordre

Gy (M,K[H]) de K[H].

Dans le cas ot G est abélien, ou bien dans le cas ol

A (M,K[HD = O[H], et d'une facon générale dans le cas ol |'ordre




A (M,K[HD est stable sous l'action A = 9\ de G, l'induction con-

serve notre invariant, Cela peut aussi se produire dans dlautres

circonstances <par~ exemple lorsque GA (M,K[H]> est un ordre

héréditaire). Cependant, lorsque le sous-groupe H est abélien,

on obtient une contrainte sur |'ordre A (M,K[H]) :

(2') vgea, 9 (M.,K[H]) = A (M,K[H]).

(conséquence immédiate de la proposition 2, puisque GA (M,K[H])

est un ordre "propre!),

3., Passage aux groupes quotient

Ici encore, H désigne un sous-groupe distingué de G,

L 'idempotent

1

eH=c:ar~dH Lz h

heH

appartient alors au centre de |'alggbre K[G] , et nous identifions
les alggbres K[G/H] et e kKlac].

Soit M un O[G]-module de rang déterminé, On peut définir,

de fagon naturelle, un module e , M sur €, O[G] = O[G/H] . On a

H

trivialement |'inclusion
(3) eHA(M,K[G])cA(eH M,K[G/H]),
et la

Proposition 3, Si M est projectif (resp, libre) sur son ordre dans

K[G] , alors eH M est projectif (resp, libre) sur l'ordre

e!;' A <M,K[G]> de K[G/H].

lci encore, nous voyons apparafire une obstruction lide 3
l'écart entre les deux membres de (3), Plus précisément, si nous

supposons le quotient G/H abélien, nous obtenons une contrainte

sur l'ordre associé :

(39 e, a(M,k[e]) =2 (eH M,Kk[a/H]).




Remarque : Soit G = H] X H2 le produit semi~direct du sous-groupe
H, par le sous—-groupe distingué Hz . Nous pouvons déduire de (3')
une condition d'induction de H] a4 G (méme lorsque H] n'est pas dis-

tingué dans G), En effet, le O[H]]—module M est isomorphe &

eHz <G f; M>,

2 - Application & I'arithmétique

On sait que I'on peut ramener |'étude d'une extension galoisienne
de corps de nombres & celle d'extensions galoisiennes de corps locaux,
quitte & élargir la notion de représentant "canonique 3 certains idéaux

fractionnaires induits (pour certaines places sauvages) par des ordres
(cf. [2]).

Soit donc L/K une extension galoisienne de corps locaux, de
groupe de Galois G. MNous étudions la réduction & des extensions inter-

médiaires,

1, Soit d'abord F = L_H le sous—corps fixé par un sous-groupe distingué

de G, C'est une extension galoisienne de K, de groupe de Galois G/H.

La condition d'inflation (3'), appliquée au module M = Ol_’ fournit une
contrainte sur |'ordre associé a O, , etpar 4 sur la ramification, &

I'origine de nombreux contre-exemples,

Exemple, Soient p>2 et p' deux nombres premiers distincts, et g = ps

: q q
une puissance de p, Le corps N = @( VT , \/p’> est une extension galoi-

H q
sienne de Q, de groupe de Galois G =H1(>< HZ’ ol F =N 2 =@<\/T>,

et dans laquelle seul p est sauvagement ramifié, Soit D un idéal premier

de N au-dessus de p, et p sa trace sur F,
N
P
 ( | >
F G D Fp
H 3 ’ -
@ a

1
p

|




-~ Si 1'idéal p n'est pas complétement décomposé dans N,

et sil'ona qg#p, I'extension Nﬁ/@p ne vérifie pas la condition
(3') relativement a la sous-extension cyclique F-‘p /@p.

- Si au contraire b est complétement décomposé dans N,

c'est-a-dire si N‘Bz F}3 , alors {lanneau de valuation O, K est
libre sur l'ordre maximal M de @p[H]], et le G-module ON b
3

est isomorphe & 1'idéal G ® M, qui n'est projectif sur son ordre
H
1

associé dans @p[G] que si q = p {(nous utilisons la remarque de

§1,3.).
Prenons par exemple q = 35, et p' = 53 (donc p'=s =1

mod 33> . 1l n'existe un ordre dans le genre de ON que pour

s =1, Pour s =2, on peut choisir comme représentant 1'idéal

fractionnaire | de Q[G] défini par le =Z'g [G] pour 2# 3, et

I, =G ® M pour £ =3, Pour s = 3, le probléme reste ouvert ...

2
Hy

Dans |'exemple ci-dessus, les extensions N$/®p sont tota-

lement ramifiées, Nous consacrons le reste du paragraphe a la

réduction du cas général 3 ce cas-la,

2. Soient T le sous—groupe d'inertie de G, et KT le corps dtiner-

tie, Posons O = Q,, et OT = OKT.

La propriété de non-ramification de I'extension KT/K inter-

K

vient sous la forme suivante ¢

L_'émme. Soit (g(a)) une base normale d'entiers de O, sur O,

g€ G/T

Alors det [gg'(a)] est inversible dans Or.

Démonstration : évidente dans |'extension résiduelle,

7
Nous notons provisoirement L le corps L. considéré comme

*

extension de KT‘ Pour étudier le passage de L/K & L./K_r et inver-




sement, nous introduisons la KT—algébre galoisienne L = KT QL

K
(cf. [3]). L'isomorphisme canonique de L sur G®E qui envoie
T
1® x sur z g® g_i(x) induit, d'aprés le lemme, un isomor-
ge€G/T
phisme
~
() o..®0 == o.[c] ® o~
T o L T OT[TJF L

de OT [G] -modules,

En combinant alors les résultats des parties 1 et 2 du para-
graphe 1 (et effectivement T est distingué dans G), on obtient une

nouvelle preuve d'un résultat de Jacobinski
(8) A (oL ,K[G]> = o[e]-ofoﬂ A (OL,K[T]>

(cf. [4]), et le critere suivant :

Théoréme : Pour que, dans |'extension L/K, O, soitprojectif sur

L
son ordre dans K[G], il faut et il suffit que, pour |'extension tota-

jement ramifiée L/KT, O, soit projectif sur |'ordre

L

% (o ,KT[T]>.

Remarquons que cet ordre peut &tre obtenu autrement :

Proposition 4. Ona CA <OL,KT[T]> =0, ® A (o[_,K[TD.
o

Démonstration : Dans le "twisted group ring! KT[G] , qui opére dans L.,

l'ordre A = A <OL. ) KT‘[TD est invariant par conjugaison, L. 'ordre GA

est donc égal & G. A, plus grand sous-anneau de A stable sous l'action

suivante de G sur K [T] : Pour g€ G et A = 3 a t€K [T], on p'ose
T ter ' T

g, A =3 g(at>t, On conclut gréice au lemme,
t




La condition d'induction (2') peut donc s'écrire, ici:
A —
2" o i A (oL_,K[T]) = A (oL,KT[T]>,

ce qui généralise un résultat de [1] 4 l'origine des premiers exemples

diextensions de @ dépourvus d'une ''bonne’ structure galoisienne locale :

g_ q
Exemple, Considérons le composé NN' du corps N =Q< \T, \Ip') pré-

ql
cédent par le sous-corps N' de @( VT>, ol q' = p'z, qui est de degré

p' sur @ (Iorsque p' =2, il convient de prendre q' = p'3>. On étudie

le complété (NN')p. de NN' pour la valuation p'-adique,

(NN'>$'
T=H,G'
Foi
D,
@pu

L_es extensions totalement ramifiées (N N‘>‘}3'/Fp' auxquelies on est
ramené ont une bonne structure galoisienne (il en irait autrement si

nous remplacions p' par p'z, les criteres dtinflation (3') pouvant
&tre en défaut pour ¢ assez grand, cf. [1]> Mais nous rencontrons

une obstruction pour le retour aux extensions (NN'),p,/@p, , les

: 2y L 2z ) 2 TS
conditions (2'") ntétant pas vérifiées lorsque g> p'!, et dans ce cas
encere, le probléme de la recherche d'un bon représentant local

reste entier ...
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